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PREFACIO

He disefiado este libro con el fin de que sirva como texto para un curso intro-
ductorio de un semestre de teoria de la computacion. El libro cubre los temas
tradicionales de lenguajes formales, automatas, computabilidad y compleji-
dad computacional. Asi, esta obra constituiria un texto adecuado para cursos
como el CS16del curriculum 1987 del ACM y el CO3 del curriculumde ciencias
de la computacién del ACM (Communications of the ACM, marzo de 1986).

FILOSOFIA SUBYACENTE

Mi objetivo al escribir este libro fue presentar los fundamentos de la ciencia
tedrica de la computacion de una manera accesible para los estudiantes
universitarios de ciencias de la computacion e informatica. Mi deseo fue que
los estudiantes vieran las ideas tedricas como la base para la resolucién de
problemas reales, no como abstracciones initiles.

Me dediqué a esta tarea adoptando dos principios bésicos. El primero fue
subrayar la relacion entre los aspectos teéricos que se presentan y los aspectos
précticos con los que estan familiarizados los estudiantes de este nivel. Si no
se hiciera hincapié en esto, los estudiantes cuyos antecedentes consisten en
programacion, ingenieria de software y estructuras de datos tendrian
problemas para establecer una relacion con la teoria de autématas, los len-
guajes formales y la teoria de funciones recursivas. Por consiguiente, los
aspectos tedricos del libro se vinculan estrechamente a los temas practicos. Por
ejemplo, la jerarquia de la teoria de autématas y de los lenguajes formales se
plantea en el contexto de la construccion de rutinas de analisis sintictico bien
disefiadas para un compilador.Como otro ejemplo, el tema dela computabilidad
serelaciona con la bisqueda de las estructuras que se requieren en un lenguaje
de programacion para asegurar que un programa en dicho lenguaje pueda
resolver cualquier problema que tenga una solucion algoritmica.
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El otro principio al cual me he ajustado al escribir este libro fue evitar los
aspectos de menorimportancia. Se trata de un texto para un curso introductorio
de un semestre, no de una enciclopedia sobre el tema. Mi deseo es que los
estudiantes vean el panorama general, sin que se enreden en el estudio de los
detalles. Por ejemplo, esta perspectiva se pierde si uno trata de presentar todos
los temas relacionados con los lenguajes regulares antes de pasar a lajerarquia
de lenguajes. Si se avanza con demasiada lentitud, los estudiantes pierden su
perspectiva del tema.

Por lo tanto, he decidido evitar los aspectos que no contribuyen de
manera directa a la perspectiva global y que no son material previo necesario
para abordar otros temas del libro. Asi, hay material suficiente para un curso
introductorio de un semestre, al mismo tiempo que es posible avanzar con
rapidez por el texto, de manera que su estructura no se oculte debido a los
detalles; es posible cubrir los aspectos detallados en otros cursos. En resu-
men, este libro analiza los aspectos siguientes:

* lenguajes regulares, independientes del contexto y generales
estructurados por frases, junto con los autématas relacionados con ellos;

* lacomputabilidad en el contexto de las méquinas de Turing, las funcio-
nes recursivas parciales y los lenguajes de programaci6n sencillos; y

* la teoria de la complejidad, con una introduccion a algunos de los
problemas de clasificacion pendientes relacionados con las clases Py NP.

APOYOS PEDAGOGICOS

Clasifico los apoyos pedagégicos como implicitos o explicitos. En lo referente
a la primera categoria, he tratado de proporcionar mas explicaciones que
demostraciones. Por supuesto, presento demostraciones rigurosas en el texto,
pero también he incluido una cantidad considerable de didlogos y motivacién
intuitiva. Mi objetivo es que los estudiantes no s6lo conozcan el material, sino
que lo aprendan, por lo que el libro contiene mas presentaciones informa-
les que las que normalmente se encuentran en un formato de definicion,
teorema y demostracion.

En lo que corresponde a la categoria de apoyos pedagogicos explicitos,
incluyo, al final de cada capitulo, una seccién llamada "Comentarios finales",
donde repaso el material y analizo las interrelaciones. Asimismo, he incluido
gran cantidad de ejercicios en el texto, y cada seccion (después del capitulo
introductorio) concluye con algunos ejercicios disefiados para repasar el material
recién analizado. Después de cada capitulo presento diversos problemas, los
cuales no s6lo repasan el material del capitulo sino que se relacionan ademas con
el material de otros capitulos e incluyen conceptos que no se presentan en el texto.
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CAPITULO 0

Preliminares

0.1 Repaso de la teoria de conjuntos
Definiciones basicas
Demostracion por induccion
Conjuntos contables e incontables
Y qué?
0.2 Base gramatical de la traduccién de lenguajes
0.3 Antecedentes histéricos
0.4 Esbozo del resto del texto

El concepto de proceso computacional, también llamado proceso algoritmico
0 algoritmo, es fundamental para la ciencia de la computacién. Al ejecutar
estos procesos, los computadores son capaces de resolver problemas; por el
contrario, un computador no puede resolver un problema que no tenga una
solucién algoritmica. Asi, cualquier limitacién de las capacidades de los
procesos computacionales es también una limitacion de las capacidades de
una maquina computadora.

Este texto es una introduccion al estudio de los procesos computacionales.
Nuestro objetivo es explorar el alcance de estos procesos utilizando métodos
matematicos rigurosos, y al mismo tiempo relacionar los resultados tedricos
con aspectos de interés practico. Comenzaremos con un estudio tedrico de
las técnicas de reconocimiento de patrones que asociamos en lo general conlos
aspectos practicos del procesamiento de lenguajes y en lo particular con la
construcciéon de compiladores. Esto nos llevara a ciertos limites aparentes con
respecto al poder delos procesos computacionales y luego a un estudio tedrico
de la computabilidad. Una vez més, no s6lo veremos los aspectos teéricos;
encontraremos que existen muchos problemas que tedricamente tienen una
solucién algoritmica, aun cuando no cuenten con soluciones algoritmicas
practicas. Para ser mdas precisos, muchos de los problemas que en teoria
pueden resolverse conalgoritmos requieren tal cantidad de recursos (enlo que
se refiere a tiempo o espacio de almacenamiento) que, desde el punto de vista
préctico, se debe considerar que atin no tienen solucién. Por lo tanto, nuestro
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estudio concluird con una exploracién de los trabajos de investigacion actuales
encaminados aidentificaraquellos problemas que tienen soluciones précticas.

Para motivar atin mas nuestro estudio de la computabilidad, compare-
mos a un fisico que resuelve problemas utilizando las leyes fisicas descubier-
tas por Isaac Newton con un programador que resuelve problemas expresan-
do sus soluciones en un lenguaje de programaci6n. Existen varios problemas
que el fisico puede resolver dentro del marco newtoniano; sin embargo,
también existen problemas para los cuales las leyes fisicas de Newton son
demasiado restrictivas y, para darles solucion, el fisico debe emplear las leyes
mas generales de la teoria de la relatividad de Einstein. La ciencia de la
fisica incorpora la bisqueda de leyes mas poderosas con las cuales explicar
fenémenos fisicos cada vez mas complejos. No obstante, sin importar los
principios fundamentales sobre los cuales se apoya su estudio, existird un
limite para las preguntas que pueden responder los fisicos. Por ejemplo, si
suponemos que la teoria de la gran explosion es verdadera, es poco probable
que los fisicos puedan explorar alguna vez la porcion del universo que yace
mds alla de la distancia que ha viajado la luz desde la explosién.

Como punto de comparacion, existen varios problemas que el programa-
dor de computadores puede resolver utilizando un lenguaje de programacion
determinado, pero este lenguaje quiza imponga limitaciones a los problemas
que el programador puede resolver. ;Es posible superar estas limitaciones
desarrollando lenguajes de programacion mas poderosos? Ademads, como
sucede con la teoria de la gran explosion, ;existe algin punto en el cual la
adicion de caracteristicas a un lenguaje de programacion, o el cambio a otro
lenguaje, no incremente el poder de solucion de problemas del programador?
Estas preguntas son parte medular de nuestro estudio.

0.1 REPASO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Gran parte de nuestro estudio comprendera los conceptos basicos de la teoria
de conjuntos, por lo que repasaremos estas ideas antes de proseguir.

Definiciones bésicas

Intuitivamente, un conjunto es una coleccion de objetos que por lo general se
denominan elementos (0 miembros) del conjunto. Con frecuencia se emplea
una notacién con corchetes para describir un conjunto; por ejemplo, podemos
escribir A = {a, b, ¢} para indicar que A es el conjunto cuyos elementos son a, b,
y ¢. Otro ejemplo es W = {x: x es un entero positivo}, que se lee “W equivale al
conjunto de todo x tal que x es un entero positivo”, lo cual indica que W es
el conjunto de todos los enteros positivos. Un caso algo especial es el conjunto
vacio, representado por { } y también por @, que no contiene elementos.
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A un conjunto también se le puede llamar coleccién o familia, y
podemos referirnos a un conjunto de nimeros, a una coleccion de
nimeros 0 a una familia de nimeros. Otro término que se emplea con
frecuencia es clase, aunque técnicamente se trata de un término mas general
que un conjunto. De hecho, el concepto de clase se desarrollé para evitar
paradojas como “el conjunto de todos los conjuntos que no pertenecen a si
mismos” (;se contendria a si mismo un conjunto de este tipo?). Sin embargo,
no tenemos que preocuparnos por estos detalles; sencillamente, usaremos el
término “clase” en aquellos casos donde se acostumbra hacerlo.

Un conjunto que aparece con frecuencia en los capitulos siguientes es el
conjunto de los niimeros naturales, también conocido como conjunto de los
enteros no negativos {0, 1, 2, 3, **}, al cual representamos con el simbolo N.
Por desgracia, la definicion de los nimeros naturales varia un poco. Algunas
personas no consideran que el cero se encuentre en el conjunto de niimeros
naturales, y definen a estos nimeros como el conjunto de los enteros
positivos {1, 2, 3, ***}. Este conjunto se representa con N*. Tal distincién no
constituye més que un pequefio inconveniente. La tendencia aincluir el cero
como nimero natural es un reflejo de que resulta mas conveniente para los
cientificos de la computacion comenzar a contar en cero que en uno.

El simbolo € se lee como “es un elemento de”. Asi, x € X significa que x es
un elemento de X. Por otra parte, & se lee como “no es un elemento de”.

Launiénde dos conjuntos A y B, representada por A U B, es la coleccion
de todos los elementos que se encuentranen Ao en B. Asi, AUB= {x:x€
Ao x € B). Lainterseccién de dos conjuntos A y B, representada por A N
B, es la coleccion de objetos que son elementos tanto de A como de B; por
consiguiente, A N B = {x: x € Ay x € B). Por ejemplo, si A={a, b clyB=
{b, ¢, d}, entonces A U B seria {a, b, ¢, d} y A n B seria {b, c}.

Utilizamos el signo menos para representar la resta de conjuntos. Es
decir, {a, b, c} - {a, ¢} = {b}, y {a, b} - {d, €} = {a, b}. El conjunto A— B se llama
complemento de B con respecto a A. Algunas veces se da por sentado que los
elementos de todos los conjuntos considerados pertenecen a un conjunto
universal de gran tamafio. En estos casos, nos referimos al complemento de
un conjunto X con relacion a este conjunto universal sencillamente como el
complemento de X. De esta manera, al hablar de nimeros naturales,
el complemento del conjunto {1, 5} se entenderia como el comple-
mento de {1, 5} con relacion a N; si hablaramos de simbolos alfabéticos, el
complemento de {a, b, c} seria el conjunto de simbolos distintos de a, by c.

Decimos que A es un subconjunto de B, representado por A € B, si todos
los elementos de A son también elementos de B (asi, el conjunto vacio es un
subconjunto de cualquier conjunto). El conjunto A es un subconjunto
propiode BsiA € By B—A #@. Los conjuntos A y B son iguales si se cumple
queA SByB CA

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, representado por A x B, es
el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (a, b), dondea € Aybe
B (observe que, por lo general, A x B # B x A ya que la disposicion de los
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componentes en un par ordenado es significativa). Es posible generalizar
el concepto del producto de conjuntos para obtener el producto de mds de
dos conjuntos. Por ejemplo, AxBxC={(, b, c):ac A be B yc€ C}.Es
comun utilizar la notacion abreviada A2 para representar A x A, A® para
representar A x A x A y, de manera general, A" para representar la
coleccion de todas las n-tuplas de elementos de A.

Dados dos conjuntos A y B, una funcién de A a B es un subconjunto de
A x B tal que cada elemento de A aparece como el primer elemento de uno y
s6lo uno de los pares ordenados de la funcién. Decimos que una funcién
establece una correspondencia entre A y B. Si f es una funcién de A a B,
entonces A es el dominio de fy se dice que fes una funcién de A. El conjunto
de elementos que aparece como el segundo componente de los pares ordena-
dos de una funcién se denomina contradominio de la funcién. Si cada
elemento de B se halla en el contradominio de £, decimos que f es una funcién
de A sobre B (0 que f establece una correspondencia de A sobre B). Si cada
miembro del contradominio de f esta asociado a s6lo un elemento del domi-nio,
decimos que f es una funcion uno a uno, o sencillamente que f es uno a uno.

Por lo general, los elementos del dominio de una funcién se consideran
como entradas para la funcion y los elementos del contradominio como los
valores de salida. Este concepto de entrada y salida origina la notacion
f:A— B, lo cual representa una funcion fde A a B. Dada una funcion f: A — B,
representamos como f (x) al valor de salida asociado a la entrada x.

Por ejemplo, suponga que fiN— N es la funcién que consiste en los pares
ordenados de la forma (1, n?), es decir, f (1) = n* para cada n € N. Esta funcién
€S uno a uno, pero no se encuentra sobre N ya que el contradominio de f s6lo
contiene cuadrados perfectos.

Demostracién por induccién

Algunas veces queremos demostrar que una proposicion es verdadera para
una serie de enteros. Por ejemplo, si P (X) representa el conjunto potencia de
X (es decir, la coleccion de todos los subconjuntos de X) y |X| representa el
nimero de elementos del conjunto X, quiza querriamos demostrar que

|P(X) | =2/

para todos los conjuntos finitos X con tamarfio mayor o igual que uno.

En la figura 0.1 se confirma esta férmula para todos los conjuntos de
tamafo uno, dos y tres, presentando exhaustivamente todos los
subconjuntos de cada caso (observe que los nombres asignados alos elemen-
tos de los conjuntos no tienen importancia; aqui empleamos la notacion {1,
2,**, n} para representar un conjunto genérico de tamario n). No obstante,
esta estrategia explicita de caso por caso nunca podrd demostrar que la
formula es verdadera para todos los casos posibles, ya que existe un niimero

REPASO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

El conjunto X Todos los subconjuntos de X
fij A {} {1}
{1,2) {} {2}
{1} 1,2
{1,2,3] {}) {3}
{1} {1,3}
{2 {2, 3}
{1, 2} {1,2, 3}
Figura 0.1 Conjuntos de cardinalidad 1, 2 y 3 con todos sus subconjuntos

infinito de casos que habria que evalua(rj. Lol que necesitamos es un argumento
ra al mismo tiempo todos los casos. .

gengfim?lggtigt;jemplo, podemo}s) obtener este argumento identiflcandP un
método genérico para construir la coleccion de subcqn]untos del cop]ult'\-
to(1,2,--,n + 1} a partir de la coleccion de subconjuntos del cor}]ur: (0
{1,2,-*,n}.Demanera especifica, unavez generadostodos lqs subcogjur; ozs
del conjunto {1, 2, -, n}, podemos generar todos los_subcon]untos e {n-' y
-+, n,n+ 1} presentando una lista de todos los subcop].untos queseencuentran
en el caso anterior (en una columna) y luego repitiendo esta lista (en_ una
segunda columna)einsertando elelemento ac.licionf\l, n+1,encada su?cc:jn]un;g
(ésta fue la técnica empleada para construg la figura 0.‘1). A partir de est
observacion general, llegamos a la conclusion de que existen dos V(?cest mgs
subconjuntos para un conjunto de tamano n + 1 que para un conjunto de
tamafio n. Es decir, para cualquier n € N*,

IT([L 2, 1y 1))' =2 I fP({l,Z, 3 n})l

Aqui lo importante es que se trata de una cpnclusiéfl genérica, ya cllue ng
se basa en un valor especifico de 7: tiene la misma valnFIez. para e! vador n=
3 que paran =153 o para cualquier otron € N*. Por cons:§llnente, sipo gm(t)(s)
demostrar con un argumento especifico que |£P(X)'|’ =2'%! para url\. conjun
X, esta proposicion genérica indicaria que l;.a ecuacion puede ampliarse plz::(a)
cada conjunto finito mayor sin tener que validar cad’a caso conunargume i
aparte. De hecho, si siempre existen dos veces mas subi:on]untf)s gar)a(l) lu_
conjunto de tamafio 7 + 1 que para un conjunto de tamafio 7 y si | v c(l d;
21Xl para un conjunto finito X, entonces, para cualquier conjunto Y don

[Y]=1X] +1, tenemos

|2 =2]2(X)|=2(@")=2"
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Entonces, si confirmamos la ecuacion |P(X)| = 2/X! para el caso de un conjunto
de tamafio uno (como sehizo en el primer rengléndelafigura 0.1), la ecuacién
debe ser viélida para cualquier conjunto de tamafio n €N*.

Esta técnica se conoce como demostracion por induccién; resulta 1til
cuando se desea demostrar un enunciado que tiene que ver con una serie de
enteros. En vez de tratar de usar un argumento caso por caso, lo que nunca seria
suficiente si existiera un niimero infinito de casos, se proporciona un argumento
especifico que contemple, el menor valor considerado (caso basico) y luego se
proporciona un argumento genérico para demostrar que, si el enunciado es
verdaderoen un caso, también deberd ser verdadero paraelsiguiente caso mayor.

Hemos empleado el ejemplo del conjunto potencia ya que la férmula
obtenida serd de utilidad en anilisis posteriores. Como un ejemplo maés
vinculado al ambiente de programacion, se aplicara la induccion para
demostrar que el procedimiento recursivo clasificacion, queseesbozaenla
figura 0.2, obtiene la version clasificada de su lista de entrada. Utilizaremos
la induccion en el nimero de entradas de la lista.

Primero se confirma que clasificacién opera correctamente para el caso
bésico, dondela lista de entrada no contiene dato alguno (lista vacia), rastrean-
do explicitamente la ejecucion del procedimiento para ese caso. Luego se
supone que el procedimiento da como resultado la versi6n clasificada de listas
conn elementos, donde 7 es un entero positivo genérico, y se demuestra que,
entonces, debe producir la version clasificada de cualquier lista que contenga
n + 1 elementos.

Para este fin observamos que una llamada de la forma clasificacién
(ListaEntrada), donde ListaEntrada es una lista que contiene 1 + 1 elementos,
ocasionaria la ejecucién de la porcion then del procedimiento. Alli, otra
activacion de clasificacién produce la version clasificada de la sublista que
consisteen los elementos posterioresal primerodelalistaoriginal ListaEntrada.
Puesto que esta sublista s6lo contiene n elementos, la activacién de clasifica-
Ci6n se ejecutara correctamente ( por nuestra suposicion respecto a la lista con
s6lo n elementos) y, por lo tanto, la lista de entrada original aparecera como el
primer elemento original seguido por la version clasificada del restodelalista.
Por ende, la siguiente instruccion del procedimiento, que mueve el primer
elemento de la lista a su lugar correcto entre los demés, dara fin a la tarea de
clasificar toda la lista. Concluimos que si el procedimiento clasificacion clasi-
fica correctamente listas de n elementos, entonces también debe clasificar de
manera correcta listas con 7 + 1 elementos. Al combinar esto con la primera
conclusion anterior (que clasificacion opera en forma correcta si se le propor-
cionalalista vacia), demostramos que el procedimiento clasificara listas finitas
de cualquier tamario.

Conjuntos contables e incontables

Consideremos ahora el concepto intuitivo del niimero de elementos en un
conjunto. A primera vista, no parece haber nada complicado con respecto a
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procedure clasificacion (lista);
begin ]
if (lista no esta vacia) then
begin
clasificacién (porcién de la lista que sigue al primer elemento);
mover el primer elemento a su lugar correcto
dentro de la parte restante de la lista
end
end;

Figura 0.2 Esbozo del procedimiento clasificacion

este concepto. Es obvio que en el conjunto {a, b, c} el niimero de elementos es
tres, y que en {x, y} es dos. Sin embargo, ;cudntos 'elen:u’entos hay en el
conjunto N*? Una persona comun diria que una ”lr}flr}lc!ad , pero esto’, para
nuestros propdsitos, es demasiado simplista. El infinito no es un nimero
de nuestro sistema contable normal, sino que el término refleja el concepto de
un conjunto con mas elementos que los que pueden representar§e con un
nimero tradicional. Ademads, en seguida veremos que los con]untqs con
un nimero infinito de elementos, llamados conjuntos infinitos, no contienen
la misma cantidad de elementos. El tamaiio de dos conjuntos infinitos puede
variar, al igual que el tamano de dos conjuntos finitos. Por esto, existen varios
niveles de infinitud, donde algunos conjuntos infinitos son mayores que otros.

Ya que en nuestro sistema contable tradicional no exi-sten nimeros que
representen el tamafio de un conjunto infinito, es necesario ampllar‘ nuestro
sistema para tener en cuenta estos conjuntos. En este sistema arr!plla_do nos
referimos al tamafio de un conjunto como su cardinalidad. La cardinalidad de
un conjunto finito corresponde al concepto tradicional.del nimero de elemen-
tos en un conjunto, pero la cardinalidad de un conjunto infinito no es un
nimero en el sentido habitual. Mds bien, la cardinalidad de un conjunto
infinito es un nimero, llamado nimero cardinal, que existe inicamente en
nuestro sistema de numeracion ampliado. La cardinalidad de un conjunto A
se representa con |A|. : ;

Para completar nuestro sistema de cardinalidad, es necesario establecer
una forma de comparar las cardinalidades de dos conjuntos d}fergntes, es
decir, se requiere definir qué significa el hecho de que una cardmahc.lad sea
menor que otra. Para esto, se establece que la cardinalidad de un conjunto X

es menor o igual que la cardinalidad del conjunto Y, lo cual se representa con

| X| <| Y], siy solosi puede establecerse una correspondencia de cada |

elemento de X con un elemento tinico de Y. En otras palabras, | X | <| Y | siy
s6lo si hay una funcién uno aunode Xa Y. Observe que si Xy Y son conjuntos
finitos, esta definicion de menor o igual equivale a la definiciép tradicional:
l{x, y<| {r, s, t}] ya que puede establecerse una correspondencia entrex y ry

entre y y s.

—
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A coptinuaci(m, se dice que la cardinalidad del conjunto X es igual a la

$ ;ard{{lahdad del conjunto Y, representado por | X| =| Y|, siy s6lo si existe una

( deSchroder-Bermsien cuyos doeles o SO e

der- portantes ahora, confirma que

estas definiciones estén de acuerdo con nuestra intuici6n; establece que si | X|

<|Yly|Y|<| X],entonces| X|=| Y] ). Observe que |N| = |N*|, donde una funcién

u?o auno adecuada es aquella que asocia cada x de N con el niimero x + 1 de
N*. Por tiltimo, definimos |X] < |Y] para representar [X]| <| Y| y | X]#|Y].

En nuestro andlisis, es muy importante la relacion entre un conjunto y su
conjunto potencia. En el caso de un conjunto finito X, ya se ha mostrado que
hay mds elementos en P(X) que en X (de hecho, si X contiene 7 elementos
entqnces P(X) contendra 2" elementos). El teorema siguiente extiende a losl
conjuntos infinitos esta relacion entre un conjunto Yy su conjunto potencia.

o |

'TEOREMA 0.1
Si X es un conjunto cualquiera, entonces |X] < | P(X)| .

DEMOSTRACION
Obvi.amente, IX] < |P(X)| pues la funcién que establece la correspon-
denC}? entre cada elemento x de X y el conjunto {x} proporciona la
funcién uno a uno que se requiere (si X ests vacio, entonces cada
elemento de X puede corresponderse con un elemento de P (X)yaque
no hay elementos en X). 3

Nuestra tarea, entonces, es mostrar que | X| #| P(X)|. Esto se puede
lograr demostrando que no existe funcion alguna de X sobre P(X).
Suponga que fes cualquier funcion de X a P(X) y considere el conjunto
Y={x:x€ Xyx¢& f(x)}. Observe que Y es un subconjunto de Xy, por lo
@tq, un elemento de P(X). Luego, si fes sobre P(X), entonces en X debe
ex1s;r una by talquef(y) =Y.

In embargo, si existe tal y, entonces debe cumplir

&f .( y), las cuales conducen a contradicciones. Si Y g f (S;),y eﬁtﬁxggi: IZ
definicién de Y significaria quey & Y, lo que contradice la afirmacién
d.e’ quef (y) =Y. De manera parecida, siy & f(y), entonces la defini-
cion de Y implicaria que y € Y, lo cual también contradice la
suposicion de que f (y) = Y.

Concluimos que no existe un y € X tal que =Y.P i-
guiente f no puede ser sobre fP(X)yy, por loqtan{c(),yixl < If?;{;ﬁml

: Ahqra Nnos encontramos en un punto donde podemos apoyar nuestra
afirmacion de que los conjuntos infinitos pueden tener cardinalidades distin-
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tas. Basta con seleccionar un conjunto infinito X y comparar su cardinalidad
con la de su conjunto potencia P (X). Por el teorema 0.1, la cardinalidad del
segundo conjunto debe ser mayor que la del primero. De hecho, el proceso de
formaciéon de conjuntos potencia nos lleva a una jerarquia de conjuntos
infinitos ya que la cardinalidad de P ( (X)) debe ser mayorquela cardinalidad
de P(X), etcétera. Es decir,

IX| <l 2X)| <|P(PX))] <

Una consecuencia de esta jerarquia es que no existe ningtn cardinal
infinito mayor. Dado un conjunto infinito, su potencia sera siempre mayor.

Existe, no obstante, un cardinal infinito menor: la cardinalidad de N. Esta
afirmacion va de acuerdo con nuestra percepcion intuitiva de que si X es un
conjunto infinito, entonces es posible extraer elemento por elemento sinagotar
el conjunto; es decir, se puede extraer un elemento “cero”, luego un “primer”
elemento seguido por un “segundo”, etc.; por lo tanto, X debe contener por lo
menos |N | elementos. Sin embargo, este argumento intuitivo se basa en un
enfoque de caso por caso que, como ya establecimos en nuestro anélisis dela
induccién, no proporciona una demostracion vélida. Por lo tanto, presentare-
mos el siguiente teorema formal y su demostracion; se basa en el axioma de
eleccion, el cual establece que, dada una coleccion cualquiera de conjuntos no
vacios, existe una funcién g cuyo dominio es la coleccion de conjuntos, y que
para cada conjunto X de la coleccion, g(X) € X. Es decir, si se toma como
entrada un conjunto X de la coleccién, la funcién dara como resultado un
elemento de X.

TEOREMA 0.2
La cardinalidad del conjunto de los nimeros naturales es menor o

igual que la cardinalidad de cualquier conjunto infinito.

DEMOSTRACION

Debemos mostrar que, dado un conjunto infinito X, existe una fun-
cién f uno a uno de N a X. Para esto, hagamos que g represente una
funcion cuyo dominio es la colecciondelos subconjuntos no vacios de
X, y que para cada subconjunto no vacio Y de X, g (Y) es un elemento
de Y (la existencia de esta funcion se basa en el axioma de eleccion).
Mediante esta asociacion entre subconjuntos no vacios de X y ele-
mentos, definimos ahora la funcién f por induccion. Definimos que
£(0) es g(X). Entonces, si 1 es un nimero natural para el cual se han
definido f (n), f (n - 1), -+, f(0), definimos f (n + 1) como el elemento
g(X - {f(0), f(1), -+, f(n)} ). Observe que, de acuerdo con nuestra
definicién de g, f(n + 1) se toma del conjunto X — {f(0), f (1), =, A},
el cual es no vacio ya que X es infinito y {f(0), (1), -, f(in)} es finito.



CAPITULO O PRELIMINARES

Por lo tanto, f(n + 1) debe ser distinto de f(0), (1), -, f(n). Entonces,
fes una funcién uno a uno deN en X. Concluimos que la cardinalidad
de los nimeros naturales no es mayor que la de X.

El teorema 0.2 muestra que el conjuntoN es uno de los conjuntos infinitos
mas pequefios. Decimos que es urno de los mas pequenios ya que existen varios
conjuntos del mismo tamafio (de la misma manera que existen varios conjun-
tos de tamafio tres). Por ejemplo, ya se vio queN* es del mismo tamario queN.

Finalmente, presentaremos los conceptos de conjuntos contables e
incontables, como antes prometimos. Aqui resulta iitil recordar el proceso
al que normalmente nos referimos como contar. Contar los elementos de un
conjunto significa asignar los valores 1,2, 3, a los elementos del conjunto.
Incluso podemos pronunciar las palabras “uno, dos, tres,” conforme
senalamos los objetos durante el recuento. En resumen, el proceso de
recuento asigna enteros positivos a los elementos de un conjunto. Sin
embargo, hemos visto que existen conjuntos infinitos con mas elementos
que la cantidad de enteros positivos. Por consiguiente, no es posible con-
tar estos conjuntos ya que no hay enteros positivos suficientes. Se dice que
estos conjuntos son incontables. Por otra parte, se dice que un conjunto es
contable (0 enumerable) si su cardinalidad es menor o igual que la de los
enteros positivos. El conjunto de los niimeros naturales es contable; no asi
su conjunto potencia. De hecho, la combinacién de los teoremas 0.1 y 0.2
indica que el conjunto potencia de cualquier conjunto infinito es incontable.

Una forma de mostrar que un conjunto infinito es contable consiste
en demostrar que existe un proceso para presentar una lista en secuen-
cia de sus elementos de manera que cada elemento del conjunto aparez-
ca en la lista. La elaboracion de esta lista es una forma de contar los
elementos: a la primera entrada de la lista se le asigna uno; a la segunda
se le asigna dos; a la tercera, tres, etcétera.

Como ejemplo, se mostrara que el conjunto N* x N* es contable. Esto se
logra describiendo la elaboracion de una lista de todos los elementos de
N"xN*. Esta lista consiste en todos los pares cuyos componentes suman
dos, a continuacion todos los pares cuyos componentes suman tres, en
seguida todos los pares cuyos componentes suman cuatro, etcétera. Los
pares de cada una de estas agrupaciones se colocan en orden, de acuerdo
con sus primeros componentes. Asi, la lista tiene la forma (1, 1), (15-2);
(2,4),.41, 3), (2,2), (3, 1), * (véase Fig. 0.3). Observe que, a final de

cuentas, esta lista contendra cada uno de los elementos deN* x N* (el par
(m, n) aparecerd como el elemento 1 la porcion de la lista que contiene los
pares cuyos componentes suman m + n). Por tltimo, observamos que la
elaboracion de esta lista es, en realidad, un recuento de los elementos de
N*xN*: hemos asignado uno a (1, 1), dos a (1, 2), tres a (2,1), etcétera. Por
consiguiente, podemos concluir que N* x N* es contable.
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pares que suman 2

pares que suman 3

pares que suman 4

——— pares que suman 5 5

=Ll i {i

(1, 1), (1,2, (2, 1),(0,3),(2,2), 3,11, 4),:(2,.3).2%. .

Figura 0.3 Elaboracién de la lista de elementos de N* x N* en secuencia

Y qué?

Concluyamos esta seccion relacionando nuestro analisis conun aml?len:g de
computacion tipico. Suponga que tenemos un programa listo para e]ecutr r;g
en un computador. El programa esta dlsef.’\a.do para aceptar Fu;rta entra =
(quizas una lista de nombres que debe cla:ﬂf.lcarse) y producir (;terrx:;nd
da salida (como seria la lista ordenada). Sin 1r'nportar cuélfas sean la en da a
y lasalida, desde el punto de vista de la maquina no son mas que una cadena
de bits. Por lo tanto, podemos considerar a la_ ent'rada yala s.)alldi? como
niimeros naturales representados en notacién binaria (podemos imaginar 1c1ln
1 adicional colocado en el extremo izquierdo de estas cat.i(-enas? de bits, d_e
modo que los O iniciales de las cadenas originales sean sngmﬁcatlvo‘:). Des (i
esta perspectiva, el programa acepta un nimero Qe entrada y, con base ercll el
valor de ese niimero, produce un nimero de salida. Es decir, l;'i’acidlor’;l QL
programa es calcular una funcion de Na NA la vez, cada fun.g.on eNa
sugiere un programa que en alguna ocasion podriamos escri f1r. ; g
;Cuéntas funciones deéstas existen? Obv1amf:nte, no l'lay mas un;non:; -
Na {0, 1) que de Na N, ya que éstas proporcionan mas valorelzs e i i
potenciales. Sin embargo, hay tantas funciones deNa {Of 1} comoe emﬁ:: 0s en
el conjunto potencia de N. Incluso, para cada subconjunto X f(':le‘;! y una
funci6n f, llamada funcién caracteristica de X, deNa {0, 1}, definida por

1sine X
f(n)z{Osine X

11
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lenguaje de Programacion preferido!

En primer Iy
| gar, debemo
lllenglfaje natural. Es posible dj
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un intento por explicar, y no determinar, la estructura del lenguaje. Como-
resultado de esto, pocas veces los lenguajes naturales se ajustan a reglas
gramaticales sencillas u obvias. Esta situacién es el pelo en la sopa de los
académicos de lalengua, la mayoria de los cuales trata de convencernos de
que nuestra forma de hablar es incorrecta en vez de aceptar la posibilidad
de que no han encontrado el conjunto de reglas adecuado, que sus reglasya
no son vélidas o que no existen dichas reglas.

En contraste con los lenguajes naturales, los formales estan definidos por
reglas preestablecidas y, por lo tanto, se ajustan con todo rigor a ellas. Como
ejemplo tenemos los lenguajes de programacién de computadores y los
lenguajes matematicos como el dlgebra y la 16gica de proposiciones. Gracias a
esta adhesion a las reglas, es posible construir traductores computadorizados
eficientes para los lenguajes de programacion, a lavez quelafaltade observan-
cia de reglas establecidas dificulta la construccion de un traductor para un
lenguaje natural.

Para realzar el papel de la gramatica en el proceso de traduccion, revisemos
los pasos que sigue un tipico traductor de lenguajes, como un compilador para
determinado lenguaje de programacion. Una de las tareas fundamentales de
este traductor es reconocer los bloques de construccion individuales del
lenguaje que se traduce. En su nivel mas bajo, esto implica reconocer que
ciertas cadenas de simbolos del programa que se traduce (llamado programa
fuente) deben considerarse como la representacién de un solo objeto. Por
ejemplo, hay que reconocer la variable LISTA como un identificador, en vez de
cinco letras por separado; la cadena de digitos 524 debe reconocerse como un
solo ntimero; la cadena: = (que se utiliza en varios lenguajes de programacion)

debe reconocerse como la operacion de asignacion.

El proceso de identificacion de estas secuencias multisimbolos dentro del
programa fuente es manejada por una porcion del compilador llamada
analizador léxico. En esencia, se trata de un submoédulo que recibe el
programa fuente como una cadena de simbolos y produce una cadena de
componentes l1éxicos (tokens), cada uno de los cuales representa un solo
objeto que pudo haberse representado con més de un simbolo en la cadena
de entrada (un componente 1éxico puede representarse como un valor entero
que es posible almacenar en una sola celda de la memoria de la maquina).

Después de reducira un componente Iéxico cada secuencia multisimbolos
que representa a un objeto, la siguiente tarea del traductor es analizar el
patrén de componentes 1éxicos. Al llegar a este punto, un compilador tipico
tendria que reconocer que los componentes 1éxicos deif, theny else represen-
tan conjuntamente una estructura if-then-else, o que la cadena que se
encuentra entre el componente léxico repeat y el componente 1éxico until
correspondiente representa el cuerpo de una estructura de ciclo. Este andlisis
se conoce como anilisis sintictico y es realizado por un médulo del
compilador que se llama analizador sintictico.

Conforme el analizador sintactico reconoce las distintas estructuras del
programa, solicita los servicios de otro médulo, llamado generador de cédigo,
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ara pr i 2 :
P i ipeeron aducid de oo pare cpecicadel programa. A
versgén traducida de éste (llamlac;;]aS pf(igl;;(;%;a:;?étir)npleza gL k5.1 g
nr .4 :

anélisiseizr;?sr: :‘!; E:i(;cse'sot fje_traducaon C(.)l"lSta de tres componentes basicos:
la figura 0.4. L’os rimer:)n thlco Y generacion de codigo, como se muestra en
capacidad para rgconocerS Otsr componentes dependen en gran medida de la
el o) urbkbsoeide patrones. Si éstos se basan en reglas gramaticales,
reglas. Lo anterior sucedreclonoclmlerlto también puede apoyarse en estas
RS altaerahy eal procesar un lenguaje formal. Sin embargo, si el
que se traduce no se adhiere estrictamente a reglas gramaticales' bien

definidas, puede ser m ifici
finidas, uy dificil construir
analisis sintéctico del lenguaje. 490 i v

0.3 ANTECEDENTES HISTORICOS

La mayor imi ientifi
investiy aCE)’arte del conocimiento cientifico es el resultado de muchos afios de
ok Ecedon{ C(])n frecuencia sobre temas aparentemente no relacionados
ComputaCiéen 1nlcJ Us0 en un campo tan joven como el de la ciencia de la.
. - Una gran parte de los resultados que se presentan en los
My t5.;,7u1ent(?s fuedescubierta a principios del siglo XX por matematicos
e ;ui 2 ;x; rean riareats como :;1 l6gica y los sistemas axiomaticos Porlo tanto
uestro estudio hacer una i ibna iodo
e breve introduccion a este periodo
Al inici i iti
sy ri:iaer etl 51gIldo XX, las matematicas estaban a punto de efectuar grandes
Al L : os‘.:l ;)s logros de los siguientes 40 afios estaban destinados a
e . Zesl €las matematicas y tuvieron consecuencias quese extendie-
o np: rei da ciencia de l.a computacion, la cual se hallaba pornacer. Para
Birhene }; Y ler este periodo de transicion, consideremos el enfoque
as matematicas, un te ibi6
A g y ma que recibi6 mucha atencién al
Ponién i 8
oy enuc:]ol‘o (;ie manera sencilla, el método axiomatico requiere una colec-
i ]cm 0s l?asxcos, llamados axiomas, que describen las propiedades
ales del sistema que se estudia. Apartirdeestos axiomas, se derivan
’

j

Figura 0.4 Proceso basico de traduccisén
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enunciados adicionales, llamados teoremas, aplicando secuencias finitas de
reglas de inferencia. Estas reglas estan disefiadas para que cualquier teorema
(Jue se derive sea un enunciado que constituya una consecuencia l6gica delos
axiomas. Por ejemplo, una regla de inferencia bastante conocida es modus
ponens, que establece que a partir de dos enunciados de la forma

si X entonces Y
X

podemos derivar el enunciado Y. Por medio del rmodus ponens, podemos
concluir “sopla el viento” a partir de los enunciados “los drboles se mueven”
y “si los arboles se mueven, sopla el viento”.

Una ventaja del método axiomatico es que ofrece un modelo de razona-
miento deductivo en el cual todas las suposiciones estan aisladas en los
axiomas iniciales y las reglas de inferencia. Se asegura que cualquier enuncia-
do que se derive posteriormente sea una consecuencia de estas suposiciones,

y s6lo de estas suposiciones. Asi, el método axiomatico proporciona una
importante herramienta que puede emplearse para pesquisas cientificas.

A principios de este siglo, muchos matematicos creian que todas las
mateméticas podian basarse en un solo sistema axiomatico, y su meta era
encontrar el conjunto de axiomas y reglas de inferencias correctos. Asi,
cualquier teorema matematico podria derivarse de los axiomas con sélo
aplicar una serie finita de reglas de inferencia. De esta manera, las matematicas
severian reducidasa un sistema computacional en el cual podria determinarse
algoritmicamentela veracidad o falsedad de cualquier enunciado matematico.

En 1931, surgi6 un descubrimiento, sorprendente con la publicacion del
teorema de incomplecion de Kurt Godel. En esencia, este teorema establece
que para cualquier sistema axiomatico vélido con la riqueza suficiente parala
parte de las mateméticas que consiste en los niimeros naturales y las operacio- |
nes de suma y multiplicacion, deben existir enunciados matematicos cuya
veracidad o falsedad no pueda probarse a partir del sistema. Es decir, la
axiomatizacion de las matematicas estaba condenada al fracaso.

El teorema de Godel gener6 un gran interés por el poder de los métodos
axiomaticos y los procesos computacionales. Si no existe ningun algoritmo
general para demostrar teoremas mateméticos, entonces, ;qué puede lograrse
con los medios axiomaticos? Para responder esta pregunta, los matematicos
comenzaron a desarrollar maquinas computacionales tedricas (esto sucedi6
antes de que la tecnologfa fuera capaz de producir maquinas reales) y a
estudiar las capacidades y limitaciones de estas méquinas. Los resultados de
esta labor forman el niicleo del tema conocido como teoria de la computacion,
que hoy en dia abarca subtemas como la teoria de lenguajes formales, la teoria
de la computabilidad y la teoria de la complejidad, objetos de nuestro estudio.

Por lo tanto, no es ninguna sorpresa que la ciencia computacional tedrica
tenga un fuerte sabor matemitico. Las preguntas de computabilidad a las
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g

0.4 ESBOZO DEL RESTO DEL TEXTO

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

evidenciaadicional, consideraremos los limites delos procesos computacionales
on el contexto del disefio de lenguajes de programacion, donde una vez mas
encontraremos un limite que estd de acuerdo con la tesis de Turing.

Por dltimo, en el capitulo 5 abordaremos la cuestion de la computabilidad
(lesde un punto de vista préctico en vez de tedrico. Aqui analizaremos algunos
de los retos a los que se enfrentan los investigadores que intentan clasificar los
problemas en funcién de los recursos requeridos para resolverlos por medios
algoritmicos. Encontraremos que las soluciones algoritmicas de muchos pro-

blemas requieren tales cantidades de tiempo o espacio de almacenamiento
(Jue, desde un punto de vista préctico, los problemas permanecen sin solucion,
aunque existe una solucion en las capacidades tedricas de los procesos
computacionales. También veremos que los investigadores todavia no han
podido clasificar gran cantidad de problemas. Por lo tanto, atin no existe

respuesta a la pregunta de si estos problemas tienen 0 no solucion.
En resumen, los capitulos siguientes presentan una amplia gama de temas.

Estudiaremos temas tan abstractos como el poder computacional de las
maquinas tedricas y las capacidades de los procesos computacionales. Tam-
bién veremos la relacion entre estas ideas abstractas y situaciones tan reales
como las técnicas de construccién de compiladores, el poder computacional de
los lenguajes de programacion, y preguntas con respecto a qué tan practico es
resolver ciertos problemas utilizando computadores.

Problemas de repaso del capitulo

17

(Para demostrar que A = B, demuestre que A S By B € A).

X_Y)n(X_Z)=X=(YvZ)
X_YVNVuX_Z)=X_(Yn2Z)

Demuestre que para tres conjuntos X, Yy Z cualesquiera:
X m (F O'Z) = (X @)\ Z)
b. Xu(¥YnZ)=XvY)n (Xu2)

Muestre que las siguientes igualdades (conocidas como leyes de
DeMorgan) son verdaderas para tres conjuntos X, Y y Z cualesquiera.

3. SupongaqueX = {x:x € Ny xesimpar}, Y = {y:y € Ny y es primo},
y Z = {z: z € Ny z es miiltiplo de tres}. Describa cada uno de los

conjuntos siguientes.

o XY - duuliasY g (YnZ) X j Xu(¥e)
bi XnZ ‘e lEY h. XNnY)nZ

6. YNnZ. [l XuY
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4.

_10.

1l

12,

13.

14.

15

16.

a. {x’ y} X {a, b, C}

b. {a, b, ¢} x {x, y}

¢ {x, y} x {k} x {a, b}
d. {x, y} x {}

En ] ) 2
dcuentre ejemplos de'conjuntos No vacios paralos cuales sea verdadero
cada uno de los enunciados siguientes.

P b AXB=EXA o P-0=0-p

ot : s e
4 gigna una funC{(’)n f: N= Nque sea uno a uno pero no sobre.
! Ina una funcién f: N Nque sea sobre Pero no uno a uno.

\

Demuestreque 0 + 1 + 2 4 ... 4 s B 1) para todos los valores

2
de 7 que pertenezcan aN.

Demuestre que 12 + 22 + ... 2 _nn+ 1)2n + 1
q 20t okt = 6 ) para todos

los valores de n que pertenezcan a N*.
n”(n + 1)?
4

Demuestre que 1% + 23 + ... 4+ ;3 —

para todos los

valores de n que pertenezcan a N*.

Demuestre que 22 + 42 + ... 2 _ 2n(n + )2n + 1)
q e relpafdmt e 3 paia todos

los valores de n que pertenezcan a N*,
Demuestreque 1 + 2 + 22 4 ... 4 on _ pn+1 _ 1 para todos lo
valores de n que pertenezcan a N. : ’
Muestre que x" _ y" es divisible por J'cZ'y para todo 7 en N*.

M A . .
uestre que si x es un niimero no negativo, entonces (1 + X)" _ 1> nx
para todos los valores de 7 en N, e

Demuestreque 1 | 1 1
it St U RCHEE L N n ara todos |
2556 nn+1) n+1 R v

valores de 11 que pertenezcan a N

Presente una lista de todos los elementos d

_ e P({x, y)). Luego,
lista de todos los elementos de P (P ({x, y})). Mueztr)e q‘:zzglo {fe;}elr e<uTﬂa’
(f.yh < PP ((x, yh)| identificando funciones uno a uno de,: {x }_a [
(v ¥y P(fx, y}) a P(P ({x, y})). i

Muestre que la cardinalidad del coni

. . onjunto de personas regist
el sistema de seguridad social de Estados Unlipdos no es rr%a ;:d?xzerll
conjunto de enteros de 1 000 000 000 a 1 999 999 999, il

19,

20.

24.

25.

26.

s
28.

29.

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

Muestre que la cardinalidad de ? (X) es igual a la cardinalidad del
conjunto de todas las funciones de X a {0, 1}.

Suponga quef,,f, * es una lista infinita contable de funciones deN* a N*.
Defina la funciéon f: N— Nde manera que f(n) =f (n) + 1 paracadan € N*.
Demuestre que la funcién f no es una de las funciones de la lista original.

a. Proporcione un ejemplo de dos conjuntos disjuntos, no vacios, A y B
talesque| A | <| B| <| AUB |.

b. Proporcione un ejemplo de dos conjuntos disjuntos, no vacios, Ay B
talesque| A | <| B| =| AuB |.

c. Proporcione un ejemplo de dos conjuntos disjuntos, no vacios, Ay B
talesque| A | =| B | =| AuB |.

Tome su lenguaje de programacion favorito e identifique los primeros
tres programas queaparecerian enlalista descrita en los tltimos parrafos

de la seccion 0.1.

Muestre que existe una cantidad por lo menos contable de frases en el
idioma espafiol.

Muestre que |[N| = |[NxNxN]|.

Muestre que el conjunto de los niimeros naturales pares tiene la misma
cardinalidad que el conjunto de niimeros naturales impares.

Muestre que la cardinalidad del conjunto de niimeros primos es igual
que la cardinalidad de N*.

Proporcione ejemplos para mostrar que la interseccion de dos conjuntos

incontables puede ser:
a. finita

b. infinita contable

¢. incontable

Muestre que si X es un conjunto incontable y Y es un conjunto contable,
entonces X _ Y debe ser incontable.

Muestre que la unién de dos conjuntos contables es contable.

Muestre que un conjunto puede tener la misma cardinalidad que un
subconjunto propio de si mismo.

Muestre que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de N es
contable.

19
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30.

J

CAPITULO 1

Autématas finitos
y lenguajes regulares

1.1 Andélisis 1éxico
Diagramas de transiciones
Tablas de transiciones
1.2 Autdématas finitos deterministas
Definiciones bésicas
Diagramas de transiciones deterministas
Ejemplos de autématas finitos deterministas
1.3 Limites de los autématas finitos deterministas
Autématas finitos deterministas como aceptadores
de lenguajes
Un lenguaje no regular
1.4 Autématas finitos no deterministas
1.5 Gramiticas regulares
1.6 Expresiones regulares
1.7 Comentarios finales

En este capitulo definimos y estudiamos la clase de maquinas tedricas conoci-
da como autématas finitos. Aunque su poder es limitado, encontraremos que
estas maquinas son capaces de reconocer nuMerosos patrones de simbolos, los
cuales identificamos con la clase de los lenguajes regulares.

Los autématas finitos y los lenguajes regulares se encuentran en el nivel
més bajo de la jerarquia de maquinas y lenguajes que estudiaremos en los tres
capitulos siguientes. Esta base establece la importancia de tales miquinas y
lenguajes desde una perspectiva tedrica, pero su importancia no se limitaa la
teoria. Los conceptos que presentan los automatas finitos y los lenguajes
regulares son de interés fundamental para la mayoria de las aplicaciones que
requieren técnicas de reconocimiento de patrones.

Una de estas aplicaciones es la construccion de compiladores. Por ejemplo,
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un compilador debe ser capaz de reconocer cuéles sonlas cadenas de simbolos
del programa fuente que deben considerarse como representaciones de obje-
tos individuales, por ejemplo nombres de variables, constantes numéricas y
palabras reservadas. Esta tarea de reconocimiento de patrones es manejada
por el analizador 1éxico del compilador. En este capitulo se considerarén los
principios bésicos que rigen la construccién de analizadores 1éxicos; estos
principios ser4n la base para una gran parte de nuestro estudio posterior.

1.1 ANALISIS LEXICO

Abordemos ahora un problema al que se enfrenta un compilador: detectar s
una cadena del programa fuente representa o no un nombre de variable
aceptable. En un lenguaje de programacion tipico, estos nombres comienzan
con una letra, seguida por una combinacién arbitraria (pero finita) de letras y
digitos. Asi, X25, PepeRosas y x2y3z serian nombres aceptables, mientras que

25, xhy Pepe-Rosas no lo serfan. Ademis, cualquier estructura léxica en un

lenguaje de programacion termina con un conjunto de simbolos reconocido

como fin de la estructura. A estos simbolos los llamaremos marcas de fin de

cadena. En el caso de nombres de variables, estas marcas podrian ser espacios,

puntos y comas, y retorno de carro.

Diagramas de transiciones

Para desarrollar una unidad de programa que reconozca las ocurrencias de
nombres de variables, nuestro primer paso podria ser representar de una
manera concisa, no ambigua, la estructura de un nombre aceptable. Para este
fin podemos utilizarla forma grificade un diagrama de transiciones (también
llamado diagrama de estado 0, en el campo del procesamiento de lenguajes
naturales, red de transiciones), como se muestra enlafigura1.1.Un diagrama
de transiciones es una colecci6n finita de circulos, los cuales se pueden rotular
parafines dereferencia, conectados porflechas querecibenel nombrede arcos.
Cada uno de estos arcos se etiqueta con un simbolo o categoria de simbolos
(p- €j., “digito” o “letra”) que podria presentarse en la cadena de entrada que
seanaliza. Uno de los circulos se designa con un apuntador, y representa una
posici6n inicial. Ademés, por lo menos uno de los circulos se representa como
uncirculo doble; estos circulos dobles designan posiciones del diagramaen las
cuales se ha reconocido una cadena valida,

Decimos que una cadena de simbolos es aceptada por un diagrama de
transiciones si los simbolos que aparecenen lacadena (deizquierdaa derecha)
corresponden a una secuencia de arcos rotulados que conducen del circulo
designado por el apuntador a un circulo doble. Asi, al analizar la cadena X25
utilizando la figura 1.1, partimos del circulo inicial siguiendo el arco con

ANALISIS LEXICO

letra

digito

Diagrama de transiciones que representa la sintaxis

Igura 1.1 :
i de un nombre de variable

A ; oo ®
etiqueta “letra” (ya que la cadena comienza co;\S;().l Ar Clz)alrl::n :(elloc.:}rd?;l to):
12 yotra parael 5)ela
recorremos dos veces (una para e B e
i Por el contrario, si utiliza
s encontramos en el doble circulo 3. Por : :
gggce:ri\enzamos en el mismo circulo inicial, pero esta vez ls'?jgug)?\scf:iir\i :
ot ‘digito” n un callején sin salida.
rotulado “digito” y nos encontramos e I
entonces quegl X25 es un nombre de variable acepdtabtl:e, ns?c?znn ig i
i diagrama de tran
Observe que los circulos en un S
trar al evaluar unac
ici tados, donde nos podemos encon : a
R, 1ici ' ia a la figura 1.1, vemos que el circulo 1 se puede
simbolos. Haciendo referencia a la figura 1.1, . i
ifi inicial del analisis de una cadena q
dentificar como el estado inicia _ s d : e ki
‘rz resenta el estado de haber localizado un digito como pnmerd 31mrl::;)lC(; (ciiem
casena y queel circulo 3 representa el estado de haber encontra lo un eacts
ue cor;\ienza conuna letra. Por esto, es coml’m‘llamar estados ados. Cl‘ii dlogs
?ln diagrama de transiciones. El circulo de partida se llama estado inicial y
dobles, estados de aceptacién. . i
drchlr(:: vez que hemos desarrollado un diagrama de transu:noges 3:3 :;(;}ta)tl:z
i i re
ini inticticas que constituyen un nom
inicamente las estructuras sin ompreC P
i ifici ibi a que reconozca es
do, no es dificil escribir un programa 7
Zéelrln l’o el diagrama de la figura 1.1 sugiere el segmento dg progtiarrl\a 3\;; S
n!tueftra, en la figura 1.2. Observe que la estructura béilca d:ei ‘adgdes o
i dirige las activida
i la de un solo enunciado case que %
S oo = 1. Las opciones posibles para cada estado se
acuerdo con el estado actual. Las op e bles. par. g PAD IO
j ili turas condicionales adicionales,
manejan utilizando estruc . A a
i i 1 caso de una cadena inacep A
dos if-then-else anidados. En e oy oAty
ina de error que, por mediode unp !
de programa salea una rutina « rAmeto-RUNE
i imi decuado al respecto, co
learse para imprimir un mensaje a ado pe L
32112 variat}:le debepcomenzar con una letra” o “Identificador no valido
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Estado := 1;
Leer el siguiente simbol
: o de la entrada:
while no es fin-de-cadena do v
case Estado of
il |fls1m.bol’o actual es una letra then Estado:= 3
else if s_lmbolo actual es un digito then Estad’ =
elsg salir a la rutina de error; iy
2: Salir a la rutina de error; '
3 ifIS|rr1bo[o actual es una letra then Estado:= 3
else if ;lmbolo actual es un digito then Estad' =
7 i 9lse salir a la rutina de error; ha
er el siguiente simbolo d da;
e ok e la entrada;
if Estado no es 3 then salira |a rutina de error-

Figura1.2  Serig de instrucciones sugerida por el diagrama

de transiciones de la figura 1.1

solucién al problema; i
; se obtiene :
tablas de transiciones, Wlagian

Tablas de transiciones

marca como un estado de

g g

columna rotulada “ £) i
iy vala(l)crla”afgft:ar]’a’ast;al :lfflln de cadena. La casilla en la columna FDC
ooy . 11a corresponde a u i
el diagrama, o contiene el valor “error”, en caso cr(;::rt:gig d[(.eaafc' ePtaCllén
: 1gura 1.3

p

ANALISIS LEXICO

I/s bastante sencillo disefar un analizador 1éxico basdndose en una tabla de
{ransiclones. Lo Gnico que tenemos quehacer es asignar a una variable unvalor
Inlclal, correspondiente al estado inicial, y luego actualizar repetidamente esta
varlable con base en la tabla, conforme se leen los simbolos de la cadena de
pntrada, hasta llegar al finde la cadena. Por ejemplo, enla figura 1.4 se presenta
un analizador léxico basado en la figura 1.3.

Como un ejemplo mas, las figuras 1.5, 1.6 y 1.7 muestran un diagrama de
{ransiciones, una tabla de transiciones y un analizador 1éxico, respectivamen-
{o, para reconocer cadenas que representan nimeros reales positivos en

notacion decimal o exponencial, como 35.7, 2.56E10 0 34.0E-7. Observe que la
pitructura de la figura 1.7 es esencialmente igual que la figura 1.4; la tnica
(iferencia estd en la rutina que clasifica el simbolo de entrada. De hecho, el
algoritmo fundamental para el analisis de una cadena utilizando una tabla de
transiciones es el mismo para cualquier estructura léxica.

En resumen, hemos presentado algunas técnicas bastante sencillas para
desarrollar analizadores 1éxicos. Ahora, lo que necesitamos descubrir es el
grado en el cual pueden aplicarse estas técnicas. ;Es posible utilizar segmentos
de programa basados en diagramas de transiciones para analizar cualquier
estructura sintactica, o existen estructuras que no pueden reconocerse con estos
diagramas? Si existen limites para estas técnicas, ;qué se requiere para manejar
los casos mas complejos? Atenderemos estas preguntas en las secciones restan-
tes de este capitulo, y continuaremos nuestra bisqueda por los capitulos 2'y 3.

letra digito FDC
i 5 2 error
2 error error adi-
. 3 3 aceptar

Tabla de transiciones construida a partir del diagrama

Figura1.3
de transiciones de la figura 1.1
Estado: =1;
repeat

Leer el siguiente simbolo del flujo de entrada;
case simbolo of
letra: Entrada : = “letra”;
digito: Entrada : = “digito”;
marca de fin de cadena: Entrada : = “FDC”;
ninguno de los anteriores: salir a la rutina de error;
Estado : = Tabla [Estado, Entrada];
if Estado = “error” then salir a la rutina de error;
until Estado = “aceptar”

25

Figura1.4  Analizador léxico basado en la tabla de transiciones de la figura 1.3
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digito

ANALISIS LEXICO 27

Estado: = 1;
repeat
Leer el siguiente simbolo del flujo de entrada;
case simbolo of
0 a 9: Entrada := “digito”;
Marca de fin de cadena: Entrada : = “FDC”;
e, E, +, - Entrada := simbolo;
Ninguno de los anteriores: salir a la rutina de error;
Estado : = Tabla [Estado, Entrada];
if Estado = “error” then salir a la rutina de error;

until Estado = “aceptar”

digito
digito @ digito
Figura1s Dia
. grama de transiciones que
! repre intaxi
de un ndimero real . g
digito . E +
- FDC
1 2
error error error error error
2 2
3 5 error error error
3
4 error error error error error
4 4
error 5 error error aceptar
5 7/ error error 6 6 error
6
7 error error error error error
7 7
error error error error aceptar
Figura ici
gura1.6 Tabla de transiciones construida a partir del diagrama

de transiciones de la figura 1.5

Figura 1.7

Analizador léxico basado en la tabla de transiciones
de la figura 1.6

Ejercicios

1

Disefie un diagrama de transiciones para reconocer expresiones aritmé-
ticas de longitud arbitraria que comprenden enteros positivos separados

por signos de suma, resta, multiplicacién o division.
Escriba un analizador léxico directamente a partir del siguiente diagra-

ma de transiciones.
digito

letra

@:) digito

Construya una tabla de transiciones a partir del diagrama del ejercicio 2
y escriba un analizador léxico basado en esa tabla.

Muestre que se puede modificar un diagrama de transiciones que contie-
ne un arco rotulado por una cadena de simbolos de longitud dos o0 mas
(Io cual significa que para recorrer el arco se requiere la cadena completa
y no un solo simbolo) para que contenga sélo arcos rotulados con
simbolos sencillos, pero de manera que siga aceptando las mismas

cadenas que antes.
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1.2 AUTOMATAS FINITOS DETERMINISTAS

Concluimos la secci6n anterior preguntando silos diagramas de transiciones
proporcionan una herramienta con el poder suficiente para desarrollar
programas que reconozcan estructuras sintacticas de complejidad arbitraria.
En esta secci6n atendemos esta pregunta, formalizando con mayor precisién
el proceso de reconocimiento de estructuras por medio de diagramas de
transiciones. Nuestra meta es identificar las caracteristicas pertinentes de un
sistema de reconocimiento de patrones construido sobre el principio de los
diagramas de transiciones, para que podamos estudiar de manera genérica
el potencial de un sistema de reconocimiento de patrones en vez de presentar
cada ejemplo como un caso aislado

Definiciones basicas

Para iniciar esta tarea de formalizacion, reconocemos que las cadenas que
deben analizarse en una aplicacion estan construidas a partir de un conjunto
de simbolos. En el caso de un analizador léxico en un compilador, estas
cadenas generalmente estin formadas por los simbolos disponibles en el
teclado de una terminal de computador. Sin embargo, en un computador
digital moderno todos estos simbolos estan representados por patrones de
Ceros y unos. A partir de esta perspectiva mas elemental, cualquier cadena
consiste en una combinacion de s6lo dos simbolos. Por lo tanto, dependiendo
del punto de vista, varia la coleccién de simbolos utilizada para construir
cadenas. No obstante, en cualquier situacién encontramos que el conjunto de
simbolos es finito, por lo que nuestro primer paso hacia la formalizacién del
proceso de reconocimiento es asumir la hipétesis de la existencia de un
conjunto finito, no vacio, de simbolos a partir del cual se construyen las
cadenas que se analizaran. A este conjunto lo llamamos alfabeto.

A continuacién vemos que cada cadena que se recibe se analizarg como
una secuencia de simbolos, uno a la vez. Nos referimos a la fuente de esta
secuencia como el flujo de entrada (Fig. 1.8). Conforme llega cada simbolo
del flujo de entrada, nuestro proceso de reconocimiento implica cambiar de
un estado, tomado de entre una cantidad finita de ellos, a otro, o bien
permanecer en el estado actual. El nuevo estado dependera tinicamente del
estado actual y del simbolo que se recibe. Para subrayar este punto, observe
que, una vez que el proceso de reconocimiento ha llegado al estado 5 de Ia
figura 1.5, su estado siguiente no depender4 de si ha llegado al estado 5
proveniente del estado 2 o del estado 4; en cambio, el estado siguiente
estara determinado s6lo por el siguiente simbolo que serecibay por estar en
el estado 5. En analisis subsecuentes se verd la importancia de que los
sistemas de reconocimiento basados en estos diagramas de transiciones no
puedan recordar cémo llegaron al lugar donde se encuentran.

AUTOMATAS FINITOS DETERMINISTAS

flujo de

ntrada
proceso de ¥

reconocimiento

Flgura 1.8 Flujo de entrada como fuente de simbolos.

Los conceptos que tenemos hasta ahora se f.orte:iletcen (.ie.f;?;er];(si; ::‘\:
i i mo automata finito determinista.
méquina conceptual conocida co i
i i i itivo que puede estar en cualq
(uina consiste en un disposi e et enitt T
ini les es el estado inicial y po
finito de estados, unode los cua | 0 inic o
i i itivo esta unido un flujo de
sstado de aceptacion. A este disposi C : :
;:e;io del cuaFI) llegan en secuencia los simbolos de ul:'\ ?lfabet(f)ocifrt\zr;;;;\::;
i i i detectar los simbolos con :
a maquina tiene la capacidad para lo . lleg
:::sénccllose enel estado actual y el simbolo recibido, ejecutar una :;a:nsglgsxt\ E‘(‘(jig
‘ i nc
i bio a otro estado o la permane
estado) que consiste en un cam : g
inacio I serd precisamente la transicion q :
actual. La determinacion de cua . e
‘ i ismo de control de la maquina,
ibir un simbolo depende de un mecan :
rercoﬂg);amado para conocer cudl debe ser el nuevo estado dependiendo de la
Eombinacic‘)n del estado actual y el simblolo de e:rt‘:dgé LML, |
i ié rogr
Debemos hacer hincapié en que el p . ¢
determinista no debe contener ambigiiedades, lo mismo que sutcec:ee C?;e
cualquier programa para computador. Este es un punto impor anue gsta
anal?zaremos pronto con mayor detalle. Porel mom(?nto, ot?sgrvsn:os qinista”
eslarazondetras dela palabra “determinista” en ”a;xto!nata flmt(? nfef;rznito d‘;
inito” i la maquina s6lo tiene un nu
alabra “finito” se refiere a que ; . r j
:;satzli)dos En ocasiones se hace mencion de estas maquinas como autémata
rministas de estado finito. o b i :
det('?l"radicionalmente, un autémata finito determinista lss \lnsu%hzeiln(:zsig
i 1.9. Elmecanismo de controldela maqu :
manera presentadaenla figura : s
tangulo que contiene una esp [ .
representado por un rec r : i o
i tados en la circunferenci
Los estados posibles estan represen ; s ik o
indi tado actual. El flujo de entrada a q
apuntador indica el es ac e o
i i celdas, cada unadelas cu
como una cinta de papel dividida en p e
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cunaapacabeza de lectura cuya posicion en la figura 1.9 esta indicada 1:22 : o
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29



30

CAPITULO 1 AUTOMATAS FINITOS Y LENGUAJES REGULARES

cinta de entrada

f——b

——
cabeza de lectura

la cabeza se mueve en esta direccion

indicador de estado

RigaE

mecanismo de control|

Figura1.9  Representacién de un autémata finito determinista

siguiente posicion de la cinta. As, la posicion donde descansa la cabeza de
lectura corresponde a la siguiente celda que se leers.

Para representar un programa en el mecanismo de control, utilizamos un
diagrama de transiciones cuyos estados representan los estados de la maqui-
Nay cuyos arcos representan una posible transicién de la maéquina. En este
contexto, los estados de inicio y aceptacion del diagrama corresponden a los
estados de inicio y de aceptacion del autémata.

Decimos que un autémata finito determinista acepta su cadena de entra-
dassi, después de comenzar sus cslculos en el estado inicial con la cabeza de
lectura sobre el primer simbolo de la entrada, la maquina cambia a un estado
deaceptacion después de leer el diltimo simbolo dela cadena (véase Fig.1.10).
Si después de leer el tiltimo simbolo de la cadena la mdquina no queda en un
estado de aceptacion, decimos quela cadena ha sido rechazada. Por ende, un
automata finito determinista es, en esencia, una maquina analizadora de
cadenas que acepta aquellas cadenas aceptadas por su diagrama de transi-
ciones interno y rechaza todas las dem4s. :

Surge un caso ligeramente distinto si la méquina llega al final de su
entrada antes de leer algtin simbolo (es decir, sila entrada comienza con una
marca de fin de cadena). En este caso decimos que la entrada es una cadena
vacia (una cadena que no contiene simbolos). Por desgracia, una cadena vacia
NO aparece muy bien en una p4gina impresa, por lo que la representamos con
el simbolo A. Recalcamos que la cadena vacia no contiene simbolos; por lo
tanto, un autémata finito determinista aceptara A siy s6lo si su estado inicial
es también un estado de aceptacion.

AUTOMATAS FINITOS DETERMINISTAS

Lsl.]

7]
1

5 Y VN 5N

configuracion de aceptacion:
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Figura1.10 Pasos efectuados por un autémata finito determinista

(programado por el diagrama de la Fig. 1.5) al procesar
la cadena “5.2"
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Por iltimo, debemos hacer notar que la tecnologia de cintas, cabezas de
lectura y cardtulas de reloj con la cual describimos los autématas finitos
deterministas no es un factor critico en nuestra definici6n. En cambio, esta
implantacién es tan s6lo un modelo informal que nos ayuda a recordar las
propiedades de los autématas finitos deterministas. Pueden construirse mé-
quinas con las mismas propiedades de computacion utilizando diversas
tecnologias, como veremos al final de esta seccién, y cada una de estas
maquinas debe reconocerse como un autémata finito determinista. Asi, reanu-
daremos ahora nuestro anlisis con una definicién formal y precisa de un
autémata finito determinista, que identifica las caracteristicas pertinentes de
estas maquinas y que puede servir como referencia decisiva.

Un autémata finito determinista consiste en una quintupla (S, %, §,1, F)
donde:

a. S esun conjunto finito de estados.

b. X eselalfabeto de la maquina.

c. 8 esuna funcién (llamada funcién de transicion)de Sx Y a S.

d. 1 (unelemento de S) es el estado inicial.

e. F [unsubconjunto de S) es el conjunto de estados de aceptacion.

La interpretacion de la funcién de transicién & de un autémata finito
determinista es que § (p, x) =g siy s6lo sila maquina puede pasar de un estado
p aunestado g al leer el simbolo x. Asf, un diagrama de transiciones para un
autémata finito determinista no es mas que una representacion grafica de la
funci6n de transicion de la maquina. De aqui se desprende que el autémata
(5, X, 8,1, F) acepta la cadena no vacia x,x,x, si'y s6lo si existe una serie de
estados s, 5,, s talques =1, s, € F, y para cada entero jdelan,d (sﬂ, x}.) =S,

Diagramas de transiciones deterministas

Elrequisito del determinismo impone ciertas restricciones sobrelos diagramas
de transiciones que pueden aparecer enlos programas para un autémata finito
determinista. En particular, cada estado de estos diagramas s6lo debe tener un
arco que sale para cada simbolo del alfabeto; de lo contrario, una maquina que
llega a ese estado se enfrentard a una eleccién de cual debe ser el arco a seguir.
Ademas, dicho diagrama deber4 estar completamente definido, es decir, debe
existir porlomenos unarco para cada simbolo del alfabeto; de lo contrario, una
médquina que llega a ese estado puede enfrentarse a una situacién donde no
puede aplicarse ninguna transicién. Observe que estos requisitos estan refle-
jados en nuestra definicién formal, primero porque § es una funcién y,
segundo porque su dominio es S x 3.

Se dice que un diagrama de transiciones es determinista si cumple estas
dos condiciones. Entonces, desde un punto de vista técnico, el diagrama de la
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figura 1.1 no es determinista ya que no esté.c.:orrfpletarrgente definido: no
representa cudl serd la accién que debe ocurrir si se recibe una lf(?tra o ;lg
digito mientras se encuentre en el estado 2. El diagrama de la. blgllxra ;
tlene problemas similares ya que, entre otras cosas, no describe lo qlllle
deberd suceder si recibe un punto mientras se encuentra en el estado 1. No
obstante, los dos diagramas no tienen mas de unarco de salidade un estado
para cada simbolo y, por consiguiente, pueden n?odnflcarse para ajl.ls.tarssi
i los requisitos del determinismo. Pr.imero anadimos un estado ad’1c1gnla
(ue representaré un papel de captacion global..Lueg?, para cada sim bolo
del alfabeto, dibujamos un arco, rotulado con dicho simbolo, que empieza
y termina en este nuevo estado. Por tltimo, agregamos arcos dg los otros
estados a este nuevo, hasta que cada uno de los estados sea el origen de un
arco para cada simbolo del alfabeto.

N

digito
g digi

Figura1.11  Diagrama “completo” de la figura 1.5

as
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En la figura 1.11 se muestra el resultado de aplicar esta técnica al
diagrama de transiciones de la figura 1.5. El nuevo estado es el niimero 8.
Observe que en el diagrama original la ocurrencia de una cadena inaceptable
ocasionaba un error al solicitar el recorrido de un arco inexistente. En el
diagrama modificado, una cadena inaceptable ocasiona que la maquina
recorra un arco al estado 8, donde permanece hasta alcanzar el final de la
cadena de entrada. Al llegar a este punto se rechazara la cadena, ya que el
estado 8 no es de aceptacion. Por esto, los dos diagramas son equivalentes en
lo que se refiere a que aceptan las mismas cadenas; difieren tan sélo en la
manera en que llegan a sus conclusiones. La figura 1.11 también demuestra
por qué, al dibujar diagramas de transiciones deterministas, nos vemos
tentados a no representar todas las transiciones. De hecho, si se incluyen
todaslas transiciones, facilmente saturamos los diagramas, lo quea su vezoculta
la estructurassignificativa del autbmata que se representa. Por consiguiente, con
frecuencia se dibujan versiones parciales, o esqueletos, de los diagramas de
transiciones deterministas, en los cuales se omiten el estado de captacion global
y los arcos correspondientes. Este es el caso de las figuras 1.1y 1.5.

Ejemplos de autématas finitos deterministas

Hemos visto los automatas finitos deterministas en el contexto de los
computadores digitales modernos, por lo que no es ninguna sorpresa que
nuestros modelos se orienten en esa direccion. Sin embargo, el concepto de
autoémata finito determinista no se restringe al ambiente de computadores
tradicional: estos automatas estén en todas partes. Considere una maquina
vendedora que entrega a una persona el caramelo elegido después de recibir
un total de 30 centavos en monedas de 5, 10 y 25 centavos. En este caso, el
alfabeto del autémata consiste en tres tamafios de monedas distintos, un
estado de la mdquina es la cantidad total de dinero que ha recibido desde que
se entrego0 el tltimo caramelo, el estado inicial es no haber recibido ninguna
moneda desde la entrega del tltimo caramelo y un estado de aceptacion es
recibir al menos 30 centavos. Suponiendo que la mdquina no esta disefiada
paraentregar cambio, conlo queaceptaria cualquier sobrepago, su diagrama
de transiciones se pareceria al de la figura 1.12. Se acepta una cadena de
entrada si conduce al estado de aceptacién (haber recibido por lo menos 30
centavos). En este estado, la maquina entregard un caramelo cuando el
operador oprima el botén que indica su eleccién.

Encontramos otro ejemplo de un autémata finito determinista al efectuar
una llamada telef6nica. El teléfono es un dispositivo que recibe cadenas de
digitos introducidas por medio de un disco o un sistema de botones. Los
estados de esta maquina incluyen estar en modo de larga distancia (cuando la
clave adecuada se encuentra al inicio de la cadena), una solicitud de ayuda a
la operadora o la recepcion de un niimero telefénico vélido.

Hemos considerado estos ejemplos de autématas finitos deterministas distin-
tos a los computadores para tratar de ampliar nuestra perspectiva mas alld de
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5 centavos

25 centavos

10 centavos

10 centavos 5 centavos

25 centavos

5 centavos 25 centavos

10 centavos

5 centavos \ 25 centavos

5 centavos

5 centavos

10 centavos

25 centavos

Figura 1.12  Diagrama de transiciones para una maquina vendedora

los analizadores 1éxicos. Sin embargo, al reconocer que estos dispositivos son
autématas finitos deterministas nos percatamos de que su accion es, en
esencia, la de un anélisis 1éxico. La maquina vendedora analiza cadenas de
monedas; el teléfono analiza cadenas de digitos. Asi, si abstraemos los ingre-
dientes esenciales del andlisis léxico que se encuentran en un compilador, en
otros ambientes observamos detalles que de otra manera pasarian desaperci-
bidos. Aunque este ejemplo especifico no tiene una trascendencia significati-
va, si constituye una muestra del poder de las teorias abstractas.
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Ejercicios

1. Describa las ca.denas que acepta el autémata finito determinista repre-
sentado en el siguiente diagrama de transiciones.

letra
letra

digito
digito

2 A\

Modifigue el siguiente esqueleto de diagrama de transiciones de manera
que esté completamente definido y acepte las mismas cadenas queantes.

b b
a b a
¢ SR O S s
3. IQentifique otroautémata finito determinista de la vida diaria ydibuje su
diagrama de transiciones.

1.3 LIMITES DE LOS AUTOMATAS FINITOS
DETERMINISTAS

Hasta ahora hemos presentado la clase de madquinas conocidas como autéma-
tgs'finjtos deterministas y hemos analizado su relacién con los analizadores
léxicos. Ahora, nuestro problema es determinar el grado hasta el cual pueden
C(?nstruirse algoritmos de reconocimiento de patrones a partir de estos princi-
pios. De.n?anera especifica, lo que nos preguntamos es si el empleo de tablas
de transiciones, como se presentaron en la seccién 1.1, ofrece la flexibilidad
suficiente para el procesamiento general de cadenas.

LIMITES DE LOS AUTOMATAS FINITOS DETERMINISTAS

Autématas finitos deterministas como aceptadores de lenguajes

Reconsideremos la tarea que queremos que realicen los autématas finitos
deterministas: aceptar s6lo aquellas cadenas que se adhieran a ciertas reglas de
composicion. En otras palabras, cada autémata finito determinista se puede
considerar como un agrupador de todas las cadenas de entrada potenciales en
dos categorias: las cadenas que son aceptables y las que no lo son.

Para caracterizar esta tarea en términos mas formales, primero definimos
la longitud de una cadena w como el niimero de simbolos que contiene y a este
valor lo representamos con lwl. Asi, lxy| es dos y lxyz| es tres. Luego,
consideramos la coleccion de todas las cadenas de longitud finita (incluyendo
ln cadena vacia) que pueden construirse a partir del alfabeto que se utiliza.
Suponiendo que el alfabeto es denotado con X, este conjunto de cadenas estd
representado por $*. Por lo tanto, si 3 fuera {4,b}, entonces ¥ seria { A, 4, b, aa,
ab, ba, bb, aaa, aab,* }.

Un subconjunto de * se llama lenguaje (del alfabeto ), de acuerdo con
nuestroempleo tradicional del término. Dehecho, si X contiene todas las letras,
signos de puntuacién y digitos, asi como el esgacio en blanco, entonces todas
las frases en espariol serian un subconjunto de £, mientras queotro subconjunto
consistiria en las frases en latin. Por supuesto, existirian también subconjuntos
de 2* que no satisfarian nuestra definicion intuitiva de un lenguaje, pero para
nuestros fines se seguirdn considerando como lenguajes. Por lo tanto, el
conjunto de cadenas {a, ab, b} se considerara un lenguaje del alfabeto {a, b}.

Si M es un autémata finito determinista (S,X, 8,1, F), 1a coleccion de cadenas
(Jue acepta constituye un lenguaje con respecto al alfabeto X. Este lenguaje se
representa con L(M), que se lee “el lenguaje que acepta M”. Subrayamos que

L(M) no es cualquier coleccién de cadenas que acepta M, sino la coleccion de |

todas las cadenas que acepta M, ni una mas ni una menos. Un lenguaje de la

forma L(M) para un autémata finito M se denomina lenguaje regular,
Abundan los ejemplos de lenguajes regulares. Para obtener uno nos basta

con dibujar un diagrama de transiciones para un autémata finito determinista

Figura 1.13 Diagrama de transiciones para un autémata finito determinista
que acepta exactamente aquellas cadenas de xy y que
contienen un numero par de x
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Figura 1.14 Diagramas de transiciones para autématas finitos deterministas
que aceptan a) el lenguaje {x, y}* y b) el lenguaje @

X
% \
e AR
y y

Figura 1.15 Diagrama de transiciones para un autémata finito determinista
que acepta el lenguaje {A}

y luego identificar el lenguaje que acepta. Como muestra, la figura 1.13
presenta un diagrama de transiciones que acepta exactamente aquellas cade-
nas de x y y que contienen un niimero par de x y cualquier niimero de y. Asi,
este lenguaje (del alfabeto {x,y}) es regular. Un par de lenguajes regulares algo
especiales es la coleccién de todas las cadenas de longitud finita de un alfabeto
2, que ya representamos con T¥, y la coleccién que no contiene cadenas,
conocida como lenguaje vacio, que representamos con @. En la figura 1.14 se
presentan diagramas de transiciones para estos lenguajes con respecto al
alfabeto {x, y}.

Otro ejemplo de un lenguaje regular es el que consiste en una cadena vacia,
el cual f:lenotamos con {A}. Este es el lenguaje que acepta el autémata finito
determinista cuyo diagrama de transiciones se muestra en el figura 1.15.
Opsewe ladistincién quesehaceentre {A} y @: el primero contiene una cadena,
mientras que el segundo no contiene ninguna.

Notese que los lenguajes regulares son aquellos para los cuales son
aPligables las técnicas de analisis léxico de la seccion 1.1. Por esto, el teorema
siguiente, que establece la existencia de lenguajes no regulares, tiene impor-
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fancia con respecto a nuestra pregunta acerca del poder de esta técnicas. En
resumen, las técnicas de anélisis 1éxico de la seccién 1.1 no tienenla flexibilidad
suficiente para el procesamiento general de cadenas.

TEOREMA 1.1
Para cualquier alfabeto X, existe un lenguaje que no es igual a L(M)
para cualquier autémata finito determinista M.

DEMOSTRACION

Puesto que cualquier arco de un autémata finito determinista que esté
rotulado con un simbolo fuera de T no tendra efecto alguno sobre el
procesamiento de una cadena en st podemos considerar sélo las
médquinas con alfabeto X. Sin embargo, la coleccion de autématas
finitos deterministas con alfabeto ¥ es contable ya que podemos
elaborar en forma sistematica una lista de todas las maquinas posibles

con un estado, seguidas por todas las maquinas con dos estados, luego

por aquéllas con tres estados, etcétera. Por otra parte, el nimero de;

lenguajes con respecto al alfabeto X es incontable, ya que el conjunto 192"

infinito X* tiene un niimero incontable de subconjuntos. Por lo tanto,
hay mas lenguajes que automatas finitos deterministas. Por consi-
guiente, ya que cada autémata finito determinista acepta s6lo un
lenguaje, deben existir lenguajes que no son aceptados por una
maquina de este tipo.

El teorema 1.1 nos dice que existen conjuntos de cadenas queno pueden ser
Identificados por los automatas finitos deterministas, y por lo tanto nuestras
técnicas de anélisis 1éxico no pueden reconocerlos. Sin embargo, el hecho de
(ue los autématas finitos deterministas no puedan resolver todos estos proble-
mas de reconocimientos no es mds que la punta del iceberg. Mas adelante
veremos que cualquier problema algoritmico tiene limitaciones similares.

Un lenguaje no regular

Mostremos ahora un ejemplo especifico de un lenguaje que no es regular. Este
tipo de ejemplos indicara como pueden mejorarse las técnicas deanalisis léxico
de la seccién 1.1 para permitirnos una mayor gama de estructuras de cadenas.

Teniendo en cuenta este objetivo, consideremos el problema de analizar
expresiones mateméaticas donde se usan paréntesis para hacer mas claro el
orden de ejecucion o para alterar la precedencia normal de los operadores,
como sucede en las expresiones (a + b) +cy a + (b +c). Enestas expresiones debe
existir el mismo nimero de paréntesis izquierdos y derechos. Ademds, al
recorrer una expresion de izquierda a derecha, el nimero de paréntesis
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derechos detectados no debe exceder el niimero de paréntesis izquierdos
encontrados hasta ese punto. Con estas observaciones, nuestra intuicién nos
dice que el anélisis de estas expresiones aritméticas requiere la habilidad para
recordar cudntos paréntesis izquierdos se han encontrado sin que exista un
paréntesis derecho correspondiente. Puesto que un autdémata finito
determinista no tiene manera de almacenar este recuento para una referencia
posterior, podemos adivinar que el andlisis de expresiones aritméticas que
contienen paréntesis es una tarea que rebasa las capacidades de los autématas
finitos. Sin embargo, para demostrarlo requerimos ciertos antecedentes.

En primer lugar, presentamos la notacién w”, donde w es una cadena de =*
y 1 es un entero no negativo. Se trata de una forma abreviada para representar
una cadena de 7 copias del patrén w. Asi, si X = (x, y}, entonces x* = xxxx, x%y?
= xxyy, (xy)’ = xyxyxy y y° = A (la cadena vacia).

Ahora necesitamos el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2

Si un lenguaje regular contiene cadenas de la forma x"y" para enteros
arbitrariamente grandes, n, entonces debe contener cadenas de la\
forma x™y", donde m y n no son iguales.

DEMOSTRACION

Suponga que M es un autémata finito determinista tal que L(M)
contiene x"y" para una n arbitrariamente grande. Entonces, debe
existir un entero positivo k mayor que el niimero de estados en M y
tal que x*y* se encuentre en L(M). Puesto que existen mas simbolos
en x* que estados en M, el proceso de aceptaciéon de x*y* daré
como resultado que se recorra mas de una vez alguno de los
estados de M antes dellegaraalgunadelas ydelacadena. Es decir,
durante la lectura de algunas de las x se recorrerd una ruta circular
del diagrama de transiciones de la maquina. Si j es el niimero de x
leidas al recorrer esta ruta, entonces la maquina puede aceptar la
cadena x**/y* recorriendo esta ruta una vez mas (véase Fig 1.16). Por
INtanto, existe un entero positivo m (especificamente k + j) que no es
igual a k, tal que x™y* se encuentra en L(M).

Una consecuencia inmediata del teorema 1.2 es que el lenguaje {x"y™:
n €N} no es regular. Una consecuencia un poco mas sutil es que los
autématas finitos deterministas carecen de poder suficiente para analizar
expresiones aritméticas que contienen paréntesis. Si un autémata finito
determinista aceptara tales expresiones, entonces tendria que aceptar
expresiones de la forma (")" para enteros n arbitrariamente grandes. Sin
embargo, el teorema 1.2 nos dice que un automata de este tipo también
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d x... i y/‘ X e y y . —
L it o i s g L

a. Ruta que se recorre al aceptar x ¥y ¥

b. Ruta que se recorre al aceptar x ¥*/y k

Figura 1.16 Porcién de un diagrama de transiciones que acepta tanto
x*y*como x*+/y*

debe aceptar expresiones en donde el niimero de paréntesis izquierdos no sea
igual al niimero de paréntesis derechos. Asi, tal miquina aceptaria expresiones
tanto incorrectas como correctas.

Para concluir, debemos notar que los autématas finitos deterministas,
aunque tengan un poder limitado, no son inditiles. Si usted repasa la sintaxis
de su lenguaje de programacion de alto nivel preferido, quiza encuentre que
un autémata finito no puede reconocer todos los detalles de la estructura de
su programa ya que, entre otras cosas, es probable que el lenguaje permita
emplear paréntesis en expresiones aritméticas. Por otra parte, también
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encontrard que los autématas finitos pueden procesar la estructura de
construcciénes como palabras reservadas, nombres de variables y simbolos
de operaciones. La simplicidad de este nivel del lenguaje no es fortuita:
permite construir el analizador léxico del compilador utilizando técnicas
sencillas como las presentadas en este capitulo.

Ejercicios

1. ;C6émo puede alterarse el autémata finito determinista M = (S, 3, §,1, F)
para obtener una méquina que acepte el lenguaje ¥ - L(M)? (Entonces,
el complemento de un lenguaje regular con respecto a =* es regular.)

»2.  Elabore una lista de los autématas finitos deterministas basados en el

alfa\beto {x, y} que tengan un estado y luego los que tengan dos estados.

S e o, S . o¢ 7 eded

3. Muestre que si un autémata finito determinista es capaz de aceptar un
nimero de cadenas infinito, entonces debe aceptar una cadena que
consista en la concatenacién de tres segmentos tales que cualquier
repeticion del segmento central (que es no vacio) dé como resultado
otra cadena aceptable. (Esto se conoce como el lema de bombeo
pumping lemma, pues indica que pueden generarse otras cadenas
aceptables “bombeando” o “ampliando” una cadena aceptable.)
Sugerencia: Considere de nuevo la demostracién del teorema 1.2.

4. Muestre que no existe un aut6mata finito determinista M tal que L(M) =
{x"yz":n € N}.

5. Muestre que puede utilizarse un autémata finito determinista para
reconocer una cadena de paréntesis anidados y equilibrados sise asegura
que la profundidad del anidamiento no excedera un nivel determinado.

1.4 AUTOMATAS FINITOS NO DETERMINISTAS

Una vez que nos hemos percatado de las limitantes de los autématas finitos
deterministas, examinar ahora algunas modificaciones que pueden incremen-
tar su potencial. Aqui y en los capitulos subsecuentes, nuestro enfoque sers
considerar una reduccién de las restricciones que hemos impuesto sobre las
maquinas. Después de todo, la intuicién nos indica que una miquina més
flexible deberia ser capaz de desempenar tareas mas variadas y. por lo tanto,
aceptar un lenguaje que no podrian aceptar las versiones més restringidas. Sin
embargo, estamos a punto de ver quenuestra intuicién no siempre es correcta.

En lo que llevamos de nuestro estudio, hemos insistido en que los
diagramas de transiciones de los autématas que consideramos deben ser
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deterministas. A partir de un estado s6lo puede existir un solo arco rotulado
con un simbolo determinado. La razén de esto fue que pensamos desarrollar
programas a partir de estas maquinas, y ser.ia de poca utilidad un programa
(ue se comportara de manera no determinista. Ahorfl que nos enfrentamos
al problema de ampliar el poder de nuestras técnicas, parece razona‘ble
volver a considerar esta restriccion; si el no determinismo resulta bef\éflco,
podriamos disefiar un programa que manejara varias opciones aplicando
técnicas de recorrido con retrocesos.

Tomando esto en cuenta, consideremos otro tipo de mdquinas concep-
tuales, conocidas como autématas finitos no deterministas. Esta .méquma! se
parece mucho a un autémata finito determinista pues también analiza
cadenas construidas a partir de un alfabeto finito y sélo pue?le tener un
nimero finito de estados, algunos de los cuales son de aceptacién y uno es
el estado inicial. Sin embargo, a diferencia de los automatas finitos
deterministas, la transicion que se ejecuta en una etapa dada de un autémata
finito no determinista puede ser incierta. Esto quizas se debfera a que es
posible aplicar més de una transicién, o a que ninguna es ‘apllcable, como
sucede con una maquina que no estd completamente defmlda..

Como ejemplo, considere el diagrama de transiciones de li.l figura1.17, el
cual es intrinsecamente diferente de los diagramas que dibujamos antes.

digito
digito 8

—
L
digito

digito 7 1

digito

Figura 1.17 Diagrama de transiciones que acepta cadenas que representan
enteros o cadenas que representan nimeros reales en
notacion decimal
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Para ser mas precisos, aunque una cadena comience con un digito, esto no nos
indica con exactitud cudl es el arco que debe seguirse a partir del estado inicial,
pues existen dos posibilidades: una que conduce a la seccién del diagrama que
describe la estructura de un niimero en notacién decimal y otra que lleva a la
descripcion de un entero. Por lo tanto, un autémata finito programado con este
diagrama seria no determinista.

Recuerde que en el caso de un autémata finito determinista, decimos
que una cadena se acepta sial analizarla la maquina queda en un estado de
aceptacion. Sin embargo, en el caso de un autémata finito no determinista,
el intento de anélisis de una cadena puede llevar un error simplemente
porque se tomaron las decisiones incorrectas en los puntos donde existian
varias opciones (si tomamos una decisi6n incorrecta en el primer paso del
andlisis de la cadena 352 utilizando la figura 1.17, no llegariamos a un
estado de aceptacion, a pesar de que la cadena en cuestién es compatible
con otras rutas del diagrama). Por esto, decimos que un autémata finito no
determinista acepta una cadena si es posible que su anélisis deje a la
mdquina en un estado de aceptacion.

Como sucede en el caso de los autématas finitos deterministas, el conjunto
de todas las cadenas aceptadas por un autémata finito no determinista M es un
lenguaje que representamos con L(M), y nos referimos a él como el lenguaje
aceptado por M.

Enresumen,definimos de manera formal un autémata finito no determinista
como sigue:

Un aut6mata finito no determinista consiste en una quintupla (S, 3, p, 1,
F), donde

a. S esun conjunto finito de estados.

b. X es el alfabeto de la maquina.

c. pesunsubconjuntode SxX x S.

d. t(unelemento de S) es el estado inicial

e. F(un subconjunto de S) es la coleccion de estados de aceptacion.

En esta definicion, el subconjunto p representa las posibles transiciones de
lamaquina. Es decir, latupla (p,x,q) estd enp siy s6losi el autémata puede pasar
del estado p al estado g al leer el simbolo x de la cadena de entrada. Asi, un
autémata finito no determinista (S, X, p, 1, F), acepta la cadena no vacia e
x, € T* si y s6lo si existe una secuencia de estados Sy Sy S, talques, =1,s,
€ Fyparacadaenterojdelan, (5,-.11 x, sj) estd en p.

Observe también que tanto (p, x, 4,) como (p, x, 4,) pueden estar en p incluso
cuando g, y 4, no son iguales. Si esto llega a suceder, se presentara una opcién
si la mdquina se encuentra en el estado p: al leer el simbolo x de la cadena de
entrada: puede pasarag, 0 aq,. A su vez, la traduccién directa de un autémata
finito no determinista a formato de programa puede producir un analizador
léxico no determinista. Para corregir esta situacion, tendriamos que modificar
el analizador a fin de que no rechace una cadena de entrada hasta que haya
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probado todas las rutas posibles del diagrama de transiciones y encor.mtrado
(ue todas fallan. Este sistema de retrocesos haria mas complejo al analizador
y s6lo valdria la pena si obtuviéramos mas poder de procesamiento. Asi, el
teorema 1.3 explica por qué rehusamos utilizar un autémata finito no
determinista como base para un analizador 1éxico.

Para motivar este teorema, imaginemos la estrategia que seguiriamos si
utilizdramos un diagrama de transiciones no determinista para analizar
una cadena. En esta situacion, podriamos evitar ajustarnos a una sola
posibilidad y tratar de seguir todas las opciones en paralelo; es decir,
atravesariamos al mismo tiempo méas de una ruta a través del diagrama de
transiciones. Al obtener cada simbolo de la entrada, cada una de estas rutas
avanzaria de manera independiente. En este contexto, aceptariamos una
cadena sialguna de las rutas terminara en un estado de aceptacion al llegar
al final de la entrada. Las otras rutas representarian tinicamente opciones
(ue, de haberlas seguido, habrian llevado al fracaso y a la necesidad de
retroceder para seguir otras opciones.

Cuando seguimos este enfoque de procesamiento en paralelo, nuestro
estado en un momento dado ya no se hallara determinado por un solo

Coleccion de estados
actuales posibles después y una sola y actuales posibles

/ después de leer la cadena xy
AT ‘/

Figura 1.18 Analisis de una cadena con un autémata finito
no determinista, siguiendo las opciones en paralelo

Coleccion de estados de leer
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estado del diagrama de transiciones, sino por la coleccién de los estados
actuales de todas las rutas posibles que se consideran (véase Fig. 1.18).
Ademias, si K es esta coleccion de estados actuales, entonces, al leer un simbolo
x del flujo de entrada obtendriamos un nuevo estado actual, representado por
la coleccién de los estados a los que es posible llegar desde un estado K
siguiendo un arco con etiqueta x.

Observe que este enfoque en paralelo, que pasa de colecciones de
estados a colecciones de estados, elimina la necesidad de tomar decisiones
cuando se presentan varias opciones: basta con seguir en paralelo todas las
opciones. Asi, pareceria que con este enfoque se podria superar el no
determinismo en un autémata finito. Esta observacion es la que da origen
a nuestra demostracion del siguiente teorema. :

TEOREMA 1.3 §
Para cada autémata finito no determinista, existe un autémata finito

determinista que acepta exactamente el mismo lenguaje.
X

DEMOSTRACION
Suponga que M es el autémata finito no determinista definido porla
quintupla (S, X, p, 1, F). Nuestra tarea es demostrar la existencia de
un autémata finito determinista que acepta exactamente las mismas
cadenas que M. Para esto, definimos otro autémata, M’, con el
quintuplo (5, %, §,1, F’), donde S’ = P(S), V' = {1}, F’ es la coleccién
de subconjuntos de S que contienen por lo menos un estado de F, y
d es la funcion de 5" x T a S'tal que para cada x en 3 ys'enS,8(s,
x) es el conjunto de todo s en S tal que (1, ¥, s) est4 en p paraalgunu
en s’ (es decir, 3 (s’, x) es el conjunto de todos los estados de S a los
que es posible llegar desde un estado en s’ siguiendo un arco con
etiqueta x). Observe que como § es una funcién, M’ es un autémata
finito determinista (para obtener un ejemplo de esta construccién,
véase Fig. 1.19).

Lo que falta es mostrar que M y M’ aceptan exactamente las
mismas cadenas. Para esto, aplicamos un argumento de induccién que
muestre que para cada n €N es cierto el siguiente enunciado.

Para cada ruta en M del estadoal estado's_, que recorre arcos rotulados
Wy, W,, ", W, existe una ruta en M’ del estado \’ al estado s’ que
recorre los arcos rotulados w,, w,, -, w_, de modo ques € s’ ;yala
inversa, para cada ruta en M’ de’ a s’, recorriendo arcos rotulados
Wy, Wy ™, W, ycadas, € s’ existeunarutaen Mdevas_que recorre
arcos rotulados Wy, Wy, "™, W,
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y

Figura1.19 a. Diagrama de transiciones para un autémata finito no dete.m'\inista
b. Diagrama de transicion para el autémata finito determ[rllsta
equivalente, construido de acuerdo con la demostracién del

teorema 1.3

A partir de esto, debe desprenderse que para cualquier ruta en M que vaya
“det aunestado de aceptacién y recorra arcos rotulados w, wz., =, w,,debe
existir una ruta en M’, de’ a un estado de aceptacién, que siga los arcos
rotulados w, w,, "+, w, y viceversa. Por lo tanto, My M’ deben aceptar el

mismo lenguaje.

47



48

CAPITULO 1 AUTOMATAS FINITOS Y LENGUAJES REGULARES

Comenzamos nuestra inducci6n considerando el caso n = 0. Aqui
s,debeseriy s’ debesert’ = {1}, por lo que, trivialmente, el enunciado
es verdadero.

A continuaci6n, suponemos que el enunciado es verdadero para
unn € N y consideramos una ruta en M, det a alguns,, ,, que recorre
losarcos rotulados w,, w,, =, w, ,,.Seas, el peniltimo estado de M por
estaruta. Asi, (s, w,_, s, ) € p. Por nuestra hipétesis de induccién,
existe una rutaen M’, de’ a algiin s’,, que recorre arcos rotulados w,,

w, *,w,,,demodo ques, € s’,. Puestoque(s, w,, ,s,.,) € p, existe

un arco en M’ rotulado w, ,, a un estado que contieneas, , . Seas’,
tal estado. Entonces existe una rutaen M’, det’ a s’, ., querecorre los
arcos rotulados w,, w,, ", w, , ,, de modo ques, , € s’, ..

A la inversa, considere una ruta en M’, de i’ a algin s’, , ,, que
recorre los arcos rotulados w,, w,, =, w, ,,, y sea s’, el peniltimo
estado de esta ruta. Luego, por inducci6n, para cada s, € s’, debe
existirunarutaenM,deta s, querecorre los arcos rotuladosw,, Wy,
w,.Perod(s’, w,, )=s",, ,porloques’, , eselconjuntode estados
senMtalque(s, w,,,s)€ p.Porlotanto, paracadasens’,  , existe
una ruta en M, de i a s, que recorre arcos rotulados w,, w,, =, w
como se requiere.

W+l

El teorema 1.3 representa tanto buenas como malas noticias. Las buenas
noticias son que no se necesitan las ramificaciones y los retrocesos que se
requeririan para convertir un autdmata finito no determinista en un segmento
de programa, ya que siempre existird un autémata finito determinista que
realice lamisma tarea. Las malas noticias son que, al permitirelno determinismo,
no podemos mejorar el poder de nuestras técnicas basadas en autématas
finitos deterministas.

Para concluir esta secci6n, presentamos un teorema que resume de manera
explicita la relacion entre los lenguajes aceptados por los autématas finitos
deterministas y no deterministas.

TEOREMA 14
Para cualquier alfabeto ¥, {L(M): M es un autémata finito determinista

con alfabeto ¥} = {L(M): M es un autémata finito no determinista con
alfabeto 3}.

DEMOSTRACION

El hecho de que los lenguajes aceptados por los autématas finitos
no deterministas sean también aceptados por los autématas finitos
deterministas no es mas que una repeticion del teorema 1.3. A la
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inversa, si M = (S, £, §, 1, F) es un autémata finito determinista,
entonces el autémata finito no determinista (S, ¥, p, 1,_ F), donde (p, x,
q) € p siy solosid(p, x) = g, acepta el mismo lenguaje.

Por el teorema 1.4, muchos autores no distinguen entre autématas finitos
deterministas y 1os no deterministas cuando analizan la aceptacion dt? lengua-
jes. Por el contrario, Ginicamente hacen referencia a automatas finitos; con
frecuencia haremos lo mismo.

. Ejercicios

1. Identifique los puntos donde existe no determinismo en el siguiente
diagrama de transiciones.

letra letra
letra
digito
g digito
letra
digito
digito

2. Utilizando métodos intuitivos, modifique el diagrama de transiciones de
la figura 1.17 para que acepte las mismas cadenas que antes, pero ahora
sin ramificaciones no deterministas.

3. Muestre que cada autémata finito determinista (S, £, §, y, F) es un
autémata finito no determinista, demostrando que la funcion de transi-
cion & puede representarse como un subconjunto de Sx X x S.

4. Empleando las técnicas presentadas en la demostracion del teore-
ma 1.3, dibuje un diagrama de transiciones para un autémata fi-
nito determinista que acepte las mismas cadenas que el automata
finito no determinista representado en el siguiente diagrama de
transiciones.
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b

O

1.5 GRAMATICAS REGULARES

Nuestro objetivo para lo que resta del capitulo es aprender més acerca de los
lenguajes regulares. En esta seccion analizaremos su estructura gramatical y
en la siguiente su composicién algebraica. Comenzaremos con e! concepto
gengral de gramatica.

Resulta ttil motivar nuestro anilisis con ejemplos de los lenguajes
naturales, donde se emplean reglas gramaticales para distinguir aquellas
cadenas de simbolos que constituyen enunciados aceptables de las que no.
Por ejemplo, una frase sencilla en espafiol puede describirse como una
estructura con un sujeto seguido por un predicado. El sujeto podria ser un
nombre sencillo, mientras que el predicado podria ser un verbo intransitivo
0 quizds un verbo transitivo seguido por un objeto. Esta descomposicién
descendente podria continuar hasta llegar a un nivel de detalle donde
describiriamos los simbolos literales que aparecen en una frase en espafiol.
Por ejemplo, podriamos describir un verbo transitivo como “golpear” o la
palabra “quiere”. En la figura 1.20 se muestra esta descomposicion.

Hay que senalar varios puntos con respecto a la figura 1.20. En primer
lugar, usted observara que algunos de los términos se encuentran encerrados
entre corchetes agudos, mientras que otros no lo estdn. Los términos que no
aparecen entre corchetes se llaman terminales, o0 simbolos que pueden apare-
cer en una frase. Los términos que se hallan encerrados entre corchetes se
denominan no terminales. Uno de estos no terminales (en la Fig. 1.20 es
<frase>) se considera como simbolo de inicio. Cada una de las lineas de la
figura 1.20 se llama regla de reescritura consiste en una parte izquierda y una

derecha, conectadas por una flecha. La partederechadeestas reglas representa
una descripcién més detallada de la parte izquierda. Por ejemplo, la primera
regladereescrituradela figura1.20indica que una <frase> tienela estructura
de un <sujeto> seguido por un <predicado> seguido por un <punto>. M4s
adelante en la misma figura, aparece una descripcién mas detallada de estos
no terminales. Asi, la figura 1.20 describe de manera jerdrquica la estructura
de una frase, comenzando con el simbolo de inicio <frase>,
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<frase> — <sujeto> <predicado> <punto>
<sujeto> — <sustantivo>

<sustantivo> — Maria

<sustantivo> — Juan

<predicado> — <verbo intransitivo>
<predicado> — <verbo transitivo> <objeto>
<verbo intransitivo> — patinat

<verbo transitivo> — golpeat,

<verbo transitivo> — gquiere#

<objeto> — a <sustantivo>

<punto> — .

Figura 1.20 Gramética que describe un pequefo subconjunto
del lenguaje espanol

Esta coleccion de no terminales y terminales, junto con un simbolo de inicio
y un conjunto finito de reglas de reescritura, se denomina gramatica o, més
precisamente, gramdtica estructurada por frases, ya se estd basa en la compo-
sicion de cadenas en términos de “frases”, donde cada frase esta representada
por un no terminal. De manera mas formal, una gramética se de_fine COmo una
cuddrupla (V, T, S, R), donde V es un conjunto finito de no termm'al_es', T es un
conjunto finito de terminales, S (un elemento de N) es el simbolo inicial y R es
un conjunto finito de reglas de reescritura. En general, los lados derechg e
lzquierdo de las reglas de reescritura de una gramatica pueden ser cgalqt-uer
combinaci6n de terminales y no terminales, siempre y cuando el lado izquier-
do contenga por lo menos un no terminal. Ademas, el lado derecho de algunas
reglas de reescritura puede consistir en una cadena vacia (en este caso, la regla
significa que el patron representado por el lado derecho de la regla puede ser
la cadena vacia). Esta regla se llama regla A.

A fin de evitar confusiones, se emplean corchetes para distinguir los
terminales de los no terminales. Por ejemplo, en una gramatica que describie-
ra la estructura de las frases en espariol, el término frase podria aparecer
€omo un no terminal, representando el simbolo de inicio, y como un termi-
nal, representando una palabra en una frase. En este caso, los corchet.eS nos
permitirian diferenciar usos duales del término. En nuestro estudio, sin
embargo, distinguiremos entre terminales y no terminales con una notacién
menos engorrosa. Salvo que se especifique lo contrario, representaremos a
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los no terminales con letras maytsculas y a los terminales con letras mintis-
culas. De esta manera, una regla de la forma S — xN significara el no terminal
S se puede refinar como el terminal x seguido por el no terminal N.

Sedice que una gramitica genera una cadena de terminales si, al comenzar
con el simbolo de inicio, se puede producir esa cadena sustituyendo sucesiva-
mente los patrones que se encuentran en el lado izquierdo de las reglas de
reescritura de la gramatica con las expresiones correspondientes deladerecha,
hasta que s6lo queden terminales. La secuencia de pasos de este proceso se le
conoce como derivacién de la cadena. Por ejemplo, la cadena (la frase).

Maria quiere a Juan.

puede generarse a partir de la gramitica de la figura 1.20 usando la deriva-
cion de la figura 1.21. Como un ejemplo, més la figura 1.22 muestra otra
gramidtica, con el simbolo inicial S, y una derivacion que muestra c6mo
puede generarse la cadena xyz.

Silos terminales de una gramética G son simbolos del alfabeto ¥, decimos que
G es una gramatica del alfabeto X. En este caso, las cadenas generadas por G
son en realidad cadenas de =*. Por lo tanto, una gramatica G de un alfabeto X
especifica un lenguaje de X que consiste en las cadenas generadas por G; a este
lenguaje se le representa con L(G). Si lo desea, puede confirmar que el lenguaje
generado por la gramatica de la figura 1.22 es {x™y"z™: m, n € N}.

<frase>
U

<sujeto> <predicado> <punto>

<sustantivo> <predicado> <punto>
Maria <predicado> <punto>
Maria <verbo transitivo> <objeto> <punto>

Maria quiere <objeto> <punto>

Maria quiere a <sustantivo> <punto>

Maria quiere a Juan <punto>

Maria quiere a Juan.

Figura 1.21 Derivacién de la frase “Maria quiere a Juan.”
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S - XSZ
S-Y
Y-oyY
Y-A
X-x
Z2-2Z

S=> XSZ=> xSZ= xyYZ = xyZ=> xyz

Flgura 1.22 Gramética y una derivacién asociada de la cadena xyz

S-+0T T 0T U-oVv VooV
S-1T TAT u-1v V-1V
S-2T T-2T Uu-2v V=2V
S3T Taar U-3v V-3V
S 4T T-4T U-av e
S-5T T5T (it - SRR
S—+6T T-6T Uu-ev V-6V
S-7T TaE u-7v V-7V
S-8T T-8T U-8v V-8V
S-9T T-9T U-9v V-9V
T-.U Vo

Figura1.23 Gramatica regular que genera cadenas que representan
nlimeros racionales en notacion decimal

Ahora definimos una gramética regular como aquella gramétic'a cuyas
reglas de reescritura se adhieren a las siguientes restricciones. Ellado izquier-
do de cualquier regla de reescritura de una gramatica regular debg consistir en
un solo no terminal, mientras que el lado derecho debe ser un terminal seguido
por un no terminal, 0 un solo terminal, o la cadena vacia. Asi, las reglas de
reescritura de la forma

Z—yX
Zrx
W— 1
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S xX
X-yY
Y-+ xX
YA

Figura 1.24 Grar'na'tica'regular que genera cadenas consistentes en una
0 mas copias del patrén xy

S—xX
S—yY
X—yY
X=X\
Y—xX
Y—\

Figura 1.25 Gra_l:nética regular Gy diagrama de transiciones para un
autémata finito Mtal que L(G) = L(M)

estarian permiti 3 :
la formap rmitidas en una gramitica regular, mientras que las reglas de
YW X
X —xZy
YX— WoZ

no lo estarian.

La figura 1.23 presenta una gramatica regular
representan numeros racionales egn notacién dgimalc,l;iagfeizgs;: f.i;ii)r:'aessecrl\t
una graméuca regular que genera cadenas consistentes en una o més copias del
patron xy. En los dos ejemplos, el simbolo inicial es S. Usted observara que
ninguna (%e estas gramaticas utiliza una regla cuyo lado derecho consista er? un
:gilicl)i ctl(;r;:\mal. Aun'que lo pf:rmite la definicién de una gramatica regular, en
oserequierenre i ati ;
B 40 (cj]e 2 form§ as deestetipo. De hecho, en una gramética regular

N-x

calve
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podria reemplazarse con el par de reglas

N —+xX
XA

donde X es un no terminal que noapareceen ningtinotrolugar de lagramatica,
sin alterar el conjunto de cadenas que podria generar la gramatica.

La importancia de las gramaticas regulares reside en que los lenguajes
generados por ellas son exactamente aquellos que reconocen los autématas
finitos, como lo muestra el teorema 1.5

TEOREMA 1.5
Para cada alfabeto ¥ {L(G): G es una gramética regular de I} = {L(M):
M es un autémata finito de X}.

DEMOSTRACION

Si G es una gramatica regular de X, podemos convertirla en una
gramatica regular G’ que genera el mismo lenguaje pero que no
contiene reglas de reescritura cuyo lado derecho consiste en un solo
terminal (véanse los comentarios que preceden al Teorema 1:5);
Entonces podemos definir M como el autémata finito no determinista
(S, =, p, 1, F), donde S es la coleccién de no terminales de G’, v es el
simbolo inicial de G’, F es la coleccién de no terminales de G" que
aparecen en el lado izquierdo de alguna regla A, y p consiste en la
tripleta (P, x, Q) para el cual G’ contiene una regla de reescritura de
laforma P— xQ. Alainversa,si Mes elautomata finitono determinista
(S, %, p,1, F), entonces podemos definir G’ como la gramatica regular
de X para la cual los no terminales son los estados de S, el simbolo
inicial es 1 y las reglas de reescritura son dela forma P — xQsi (P, x,
Q)estaienpyQ—>AsiQestdenF.

En ambos casos, L(M) = L(G’) ya que la derivacion de una cadena
de la gramatica G’ corresponde directamente a una ruta en el diagra-
ma de transiciones de M que conduce del estado inicial a un estado de
aceptacion y viceversa. Como ejemplo, véase la figura 1.25.

La importancia del enfoque gramatical dela especificacion de lenguajes se
haceaparente en los dos capitulos siguientes, donde veremos que el empleode
gramaticas lleva a un esquema de clasificacion para diversos tipos de lengua-
jes. Por el momento, la composicién de gramaticas se puede comparar con la
de los diagramas de sintaxis que se utilizan con frecuencia en la actualidad al
describir la sintaxis de lenguajes de programacién como Pascal, Modula-2 y
Ada. Encontraré que estos diagramas de sintaxis son, en esencia, otra formade
representacion de las reglas de reescritura de una gramética (véase Fig. 1.26).
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Diagramas de sintaxis Reglas de reescritura 4. Dibuje un diagrama de transiciones para un autéméta finitg que acepte
el lenguaje generado por la gramatica regular (con simbolo inicial S) que
programa se presentaa continuacién. Describa el lenguajecon sus propias palabras.
encabezamiento | — |bloque| — O <programa> — <encabezamiento> <bloque> S5 4
S - xX
encabezamiento S - yY
Y - yY
-) — | lista de archivos | — @ — <encabezamiento—programa Y -5 A
<lista de archivos>; X - xX
lista de archivos X -2
- @ — |lista de identificadores | — @ - @ <li§ta de afrchi\{c?s> - B Drosernte una grémética regular que genere el lenguaje aceptado por
(<lista de identificadores>); el autémata finito cuyo diagrama de transiciones se presenta a conti-
nuacion.
Figura1.26 Algunos diagramas de sintaxis que describen partes del lenguaje
de programacion Pascal, comparados con sus formas b
gramaticales equivalentes
Ejercicios 3
1. Elabore una lista con todas las frases generadas por la gramatica de
la figura 1.20. b
2. Muestrequees posible modificar la gramatica que se presenta a continua
cién (con simbolo inicial S) para formar una gramatica regular, sin
cambiar el lenguaje que genera. ;Cuil de los ejercicios de la seccién
anterior es en esencia el mismo problema, aunque en un contexto
diferente?
a
S - yX
X - xxX
X - yY
A 1.6 EXPRESIONES REGULARES

3. Convierta la siguiente gramatica regular en otra gramatica regular que
nocontenga reglas de reescritura cuyos lados derechos consistan en un
solo terminal, pero que a la vez genere el mismo lenguaje. Describa con
sus propias palabras el lenguaje generado.

Hemos definido los lenguajes regulares como aquellos que son reconocid.os
porautématas finitos, y hemos mostrado que son ta.n’lbién aquellos lenguajes
generados por gramaticas regulares. En esta seccion desanqllaremos otra
caracterizacion de los lenguajes regulares, la cual proporciona mayores

detalles acerca de la composicion de dichos lenguajes.

5 — xS Aqui nuestro enfoque serd mostrar como se pueden construir los lengua-
5-y jes regulares a partir de pequefios bloques de construccion. Comenzamos
5§z por considerar los lenguajes més sencillos que pueden formarse con el
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alfabeto X. Es decir, nos interesan los subconjuntos mas simples de X*.
Quizéds usted conjeturard que serian los subconjuntos que consisten en
cadenas simples de longitud uno, y de hecho éstos son los lenguajes que
utilizaremos como algunos de nuestros bloques de construccién. Despuésde
todo, si X = {x, y}, entonces los lenguajes {x} y {y} parecerian ser los bloques
de construcci6n naturales para la construccion de otros lenguajes de X.

Existen, sin embargo dos lenguajes que no podriamos construir utilizando
estos bloques. Uno de ellos es el lenguaje {A}; el otro es @. Por razones queseran
obvias en unos momentos, no empleamos {A} como uno de nuestros bloques
de construccién. En vez de esto, nuestra coleccién de bloques contiene el
lenguaje vacio y todos los lenguajes de cadenas simples con longitud uno.

Una vez establecida esta base, nos centramos en las maneras como se
pueden construir lenguajes mas complicados a partir de los mas basicos.
Quizds la técnica mas directa sea combinar dos lenguajes, utilizando la
operacién de unién de la teoria de conjuntos. Esta operacion entre dos
lenguajes se representan con el simbolo tradicional para la unién de
conjuntos, U. Asi, si L, fuese el lenguaje {x, xy} y L, fuera {yz; yy}, entonces
el lenguaje L, U L, seria {x, xy, yx, yy). o}

¢Es la uni6n de dos lenguajes regulares otro lenguaje regular? Para
responder esta pregunta, consideremos los diagramas dela fi gural.27a.Uno
de ellos acepta el lenguaje que consiste en cero o mas x seguidas por una sola
Y, mientras que el otro acepta cero o mas y seguidas por una sola x. Para
construir un diagrama que acepte la uni6n de estos lenguajes, uno tenderia
a identificar los estados iniciales de los dos diagramas, como se muestra en
la figura 1.27b. Sin embargo, el diagrama resultante acepta la cadena xyxyx,
que no esta en la uni6n de los dos lenguajes originales.

Aqui el problema es que este sencillo método de combinacién de los
diagramas originales permite mayor interaccién que la que podemos
permitir. Lo que necesitamos es una técnica de combinacién que produzca
un diagrama que nos restrinja a una u otra de las estructuras originales, sin
permitir que alternemos entre ambas. La respuesta se encuentra en la
introduccion de un nuevo estado inicial a partir del cual podamos entrar a
uno de los diagramas originales sin poder regresar, como se muestra en la
figura 1.27c. La construccion general es la siguiente: dibuje un nuevo
estadoinicial; decldrelo como un estado de aceptacion siy s6lo si uno de los
estados iniciales era de aceptacion; de los estados iniciales originales dibuje
un arco, con la misma etiqueta, a partir del nuevo estado inicial; para cada
estado que sea el punto de destino de un arco de alguno elimine la
caracteristica de inicio de los estados iniciales originales.

Este proceso, cuando se aplica a cualquier par de diagramas de transi-
ciones para aut6matas finitos, producira otro diagrama de transiciones
para el cual cualquier calculo es una copia del cslculo que habria efectuado
una de las madquinas originales, y viceversa. Por lo tanto, la unién de dos
lenguajes regulares cualesquiera también es regular.

s

EXPRESIONES REGULARES

»@x/y*©
_.8/’;.@

y estados iniciales
anteriores

nuevo estado inicial 3

Figura 1.27 - Formacién de un diagrama de transiciongs para un autémata
finito que acepta la unién de dos lenguajes regulares
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Otra técnica para combinar dos lenguajes es recopilar todas las cadenas
formadas al concatenar una cadena del primer lenguaje y una cadena del
segundo. La colecci6n delas cadenas formadas de esta manera se denomina
concatenaci6én de dos lenguajes. La operaci6n de concatenacién se repre-
senta con un pequefio circulo, o. As, si L, fuera, una vez mas, el lenguaje {x,
xy} y L, el lenguaje {yx, yy}, entonces el lenguaje L, o L, seria {xyx, xyy, xyyx,
xyyy}. Observe queL, - L, no es igual que L, o L, = {yxx, yxxy, yyx, yyxy}. En
otras palabras, la concatenacién de lenguajes no es conmutativa.

Suponga que tenemoslos diagramas de transiciones T, y T,, queaceptan los
lenguajes L, y L, respectivamente, y deseamos construir un diagrama de
transiciones que acepte L, o L,. Procederiamos de la siguiente forma: a partir
de cada estado de aceptacion de T,, dibuje un arco hacia cada estado de T,que
sea el destino de un arco del estado inicial de T,.Rotule cada uno de estos arcos
con la etiqueta del arco correspondiente en T,. Deje que los estados de
aceptacion de T, sigan siendo estados de aceptacion si y so6lo si el estado
inicial T, estambién un estado de aceptacién (como ejemplo, véase Fig. 1.28).
Observe que este diagrama combinado aceptara una cadena si y s6lo si se trata
dela concatenacién de dos subcadenas, la primeraquedefineunarutadel estado
inicial de T, a un antiguo estado de aceptaciondeT,, y lasegunda que define una
ruta de este antiguo estado de aceptacién a un estado de aceptaciéonde T,. Por
lo tanto, el lenguaje aceptado porel diagrama combinado sera L, L,. Asimismo,
la concatenacion de dos lenguajes regulares también es regular. /

La dltima operacién que consideraremos se conoce como estrella de
Kleene (llamada asi en honor deS. C. Kleene), y difiere de las anteriores en
que amplia un solo lenguaje en vez de combinar dos. Esto se logra forman-
do todas las concatenaciones de cero o mas cadenas del lenguaje que se
amplia (puesto que incluimos la concatenacién de cero cadenas, la cadena
vacia serd un miembro del lenguaje ampliado). Esta operacion se represen-
ta por medio de un asterisco supraindice, * (observe que ya hemos emplea-
do la estrella de Kleene al representar con 3* el conjunto de todas las
cadenas finitas que pueden formarse a partir del alfabeto ¥).

Por ejemplo, si L, es el lenguaje {y}, entonces L’*l seria el lenguaje que consiste
en todas las cadenas finitas de varias y, incluyendo la cadena vacia, o si L,esel
lenguaje {yy}, entonces L¥, serfan todas las cadenas que consisten en un nimero
par de y, incluyendo la cadena vacia. Ademas, puesto que A pertenece a la
estrella de Kleene de cualquier lenguaje, debe pertenecera @*. Por ende, @%* =
{6} (la raz6n por la cual no incluimos {8} como uno de nuestro bloques de
construccion es que {5} se generaa partir de @ por medio de la estrellade Kleene)

La intuici6n nos dice que la construccion de un diagrama de transicio-
nes queaceptela estrellade Kleene de un lenguaje regularimplica concatenar
el diagrama de transiciones original hacia atrés consigo mismo. En este
caso, nuestra intuicién es correcta salvo por un pequefio detalle: el nuevo
diagrama de transiciones debe aceptar la cadena vacia. Para lograr esto,
nuestra intuicién nos podria indicar que basta con designar el estado
inicial original como un nuevo estado de aceptacion, pero el problema no

EXPRESIONES REGULARES
n X X
y
ML, @
I X
)
——
y y
X X
c X
y X
y
e

y y

Figura 1.28 Formacion de un diagrama de transiciones para un automata
finito que acepta la concatenacién de dos lenguajes regulares

se soluciona tan facilmente. Por ejemplo, designfil: elestado m}CIal de; la flgurx":
1.29a como estado de aceptacién no sdlo permitiria la aceptacion de la cade
fa, sino ademds cadenas como xxxx. ol .

vacPor consiguiente, nuestro primer paso para modificar un d‘1a.gr;1]mae r:i;
transiciones a findeque aceptela estrella c?e Kleene del lenguaje origin r;n. "
aceptado es dibujar un nuevo estado inicial y conectarlf) al dlagrfl(;m.l o0 Fcl:dal
de manera muy parecida a lo que se hace en -la opergcn()n d(ej u;m n: ]()) .
estado que sea dibujamos un arco con la misma ethl.leta el nuev ey
inicialyhacia el destinodeunarco (;:lel estatdoH‘uczaléc;:ilE c;liagg{azrgs)ongm Nueg;

i éste como estado de aceptacion (v 1.29b).
deSlgnn:f‘T’l:; c;iueesstz haagregadoel nuevg estado inicial, nuestra mgx;nente t:adr:e):
es modificar el diagrama para que podamos establecer un ciclo de los :ejs i
deaceptacional “inicio” del diagrama. Esto selogra fmadnendo un ar(;:ol :stado
estado de aceptacion a cada estado que es el destino Qe un arco de i
inicial. Cada uno de estos nuevos arcos se rotula con laetiqueta que corresp
da al arco del estado inicial. El resultado es un diagrama de transiciones qu
acepta una cadena no vacia si y solo s.i esa cadeng es la concatizr}aa{)rzlgc)
cadenas aceptadas por el diagrama original (como e]er.nplo, ;réase 111;4.1“; )
Concluimos que la estrella de Kleene de cualquier lenguaje regular es regular.
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o O
*QQ/O

¥

Figura 1. i6 i
g 29 1!i-'oi:macmn de un diagrama de transiciones para un autémata
nito que acepta la estrella de Kleene de un lenguaje regular

Da i
do un alfabeto particular y usando las operaciones de unién

concatenacion y estrella de Kleene, podemos construir muchos lenguajes a

p

Una expresién regular (para un alfab

@ es una expresion regular.

Qada miembro de ¥ es una expresién regular

S} P Y 4 son expresiones regulares, .

- S! Py 4 son expresiones regulares,
Sip es una expresién regular, ento

eto ¥) se define como sigue:

entonces también lo es (p U g).
entonces también lo es (p o g).
nces también lo es p*.

Panrop

EXPRESIONES REGULARES

AP*

Como ejemplo, si el ecllfabetoz fuera {x, y, z}, entonces (x U (zoy))
serfa una expresion regular ya que (z o y), por la regla d, es una
expresion regulary en consecuencia, por la reglac, (x U (z o y)) seria
una expresion regular. .

Cada expresi6n regular r de un alfabeto X representa un lenguaje,
denotado por L(r), que se construye a partir de nuestros bloques de
construccion. Para ser mas precisos, L(D) es el lenguaje &, y para cada
¢ € 3, L(x) es el lenguaje {x}. Ademads, sipyqson expresiones regulares,
entonces L((p U 9)) = L(p) U L(9), L((p » 9)) = L(p) o L(9), y L(p*) = L(p)*.
Por ejemplo, la expresion (x U (z o y)) representa el lenguaje {x, zy}. Es
decir, representa el lenguaje generado al unir {x} con la concatenacion
de {z} y {y}. De forma similar, la expresion ((xo y)* v z*) (obtenida al
aplicarlaregladaxyy,luegola reglaea (xoy) yzypor ultimola regla
¢ a (x o y)* yz¥) representa el lenguaje que consiste en cadenas de cero
0 mas copias del patron xy ademas de las cadenas de cero o mas z.

Asi, las expresiones regulares ofrecen otro medio, ademas de los (
diagramas de transiciones, los autématas y las gramaticas, para
especificar lenguajes. El teorema 1.6 muestra por qué nos interesan
los lenguajes representados por lenguajes regulares.

P75 R

TEOREMA 1.6
Dado un alfabeto , los lenguajes regulares de X son exactamente los
lenguajes representados por las expresiones regulares de X.

DEMOSTRACION

Primero debemos mostrar que un lenguaje representado por una
expresion regular es regular. Ya hemos visto que el lenguaje & es
regular, asi como cualquier lenguaje que contenga s6lo una cadena
de longitud uno. Ademds, hemos visto que la unién y la
concatenacion de dos lenguajes son regulares siempre y que la
estrella de Kleene de cualquier lenguaje regular también es regular.
Asi, el primer paso de nuestra demostracion esta completo.

A continuacién mostramos que cualquier lenguaje aceptado por
un autémata finito puede representarse con una expresion regular.
Suponemos que T es el diagrama de transiciones para un autémata
finito y mostramos, por induccion para el nimero de estadosen T
que no son el inicial o los de aceptacién, que existe una expresion
regular que representa los lenguajes aceptados por T. Los diagramas
que consideraremos son un poco mas generales que los diagra-

mas de transiciones tradicionales, ya que sus arcos pueden estar
rotulados con expresiones regulares (para recorrer uno de estos
arcos se requiere que la maquina lea un patrén compatible con la
expresion). Si generalizados los lenguajes aceptados por estos
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Figura 1.30 Arcos posibles en un diagrama de transiciones con dos estados

uno inicial y otro de aceptacion

dlagrimas pueden representarse con expresiones regulares, entonces
también .puede representarse con ellas cualquier lenguaje,aceptado
por un diagrama de transiciones tradicional para un autémata finito

Nuestro proceso de induccion supone que T sélo tiene ur;
estado de aceptacion. De lo contrario, para cada es’tado de acepta-

cion podriamos hacer una copia aparte de T donde s6lo ese estado
serfa de aceptacion, encontrar expresiones regulares relacionadas
con estos diagramas y luego formar la unién de estas expresiones
a fin de obtener la expresi6n deseada para T. ¥
Para comenzar nuestro proceso de induccion, supongamos enton-
ces que T es un diagrama de transiciones generalizado con s6lo un
estado de aceptacion, y que cada estado de T es un estado inicial o de
aceptacion. Entonces existen dos posibilidades: T contiene s6lo un
estado que es tanto el inicial como el de aceptacion, o T contiene
dos gstados, delos cuales uno es el inicial y el otro es el de’aceptacién En
el primer caso, la expresion deseada no es mas que la estrella de Kle.ene
dela uni6n de las etiquetas que aparecen en los arcos del diagrama.
Elsegundo caso es un poco mas complejo. Si existen varios arcos
que conectan los mismos estados en la misma direccién, los susti-
tuimos con un solo arco rotulado con la expresién re'gular ue
representa la union de las etiquetas originales. Al llegar a gste
punto, T puede contener, a lo sumo, cuatro arcos: uno del estado
inicial al estado inicial, uno del estado inicial al de aceptacion, uno
del. e§t_ado de aceptacion a si mismo y uno del estado de ace tz;ci()n
al inicial. Representamos estos arcos con las etiquetas r Is) tyu
resp'ectivamente (véase Fig. 1.30). y g
Si el arco s no estd presente en el diagrama, entonces la expresion
regular relacionada es @ ya que no habria manera de llegar al estado
de aceptacién desde el inicial. De lo contrario, la estructura de la
expresion regular relacionada dependera de la ausencia o existencia
del arco con etiqueta u. Si no existe este arco, entonces la expresi6
regular deseada es ="

EXPRESIONES REGULARES
((r*os) o ")

donde r y t son sustituidos por @ si no existe en el diagrama el arco
correspondiente. Si existe un arco del estado de aceptacion al estado
inicial, entonces la expresion deseada es

(((F* o 5) o t*) o (o ((r* 0 5) o *))

donde, una vez més, ry  son sustituidos por @ sino existe en Telarco
correspondiente.

Supongamos ahora que €N y que pueda representarse con una

expresion regular el lenguaje aceptado por cualquier diagrama de
transiciones generalizado que no tenga méds de n estados que no sean
el inicial o los de aceptacion. Para cualquier diagrama de transiciones
generalizado con 1 + 1 estados que no sean el inicial o los de acepta-
cién, proseguimos de la siguiente manera (véase Fig. 1.31): seleccione
un estado s, de T que no sea inicial o de aceptacion; elimine de T ese
estado y todos sus arcos incidentes; para cada par dearcos eliminados
(uno que conduce de otro estado a s,y otro que salede s, aotro estado,
con etiquetas p y g respectivamente), dibuje unarco desdeel origendel
arco con etiqueta p al destino del arco con etiqueta g, y rotule este
nuevo arco como ((p o *) o g), donde r es la unién de las etiquetas de
los arcos que originalmente iban de s, a s,, 0 bien @ sino existian tales
arcos. El diagrama resultante es otro diagrama de transiciones gene-
ralizado que aceptara el mismo lenguaje que T y que solo tiene n
estados que no sean iniciales o de aceptacion. Entonces, por nuestra
hipétesis de induccion, es posible representar el lenguaje en cuestion
con una expresion regular.

El teorema 1.6 proporciona una forma més de caracterizar lenguajes
regulares: son los lenguajes aceptados por autématas finitos deterministas,
los lenguajes aceptados por autématas finitos no deterministas, los lenguajes
generados por gramaticas regulares y los lenguajes representados por expre-
siones regulares.

De lo anterior podemos concluir que el poder de las expresiones regula-
res es un tanto limitado, pero no significa que estas sean inutiles. Por el
contrario, dichas expresiones proporcionan detalles de la estructura de los
lenguajes regulares que quizé no sean aparentes en otras caracterizaciones.
Asimismo, las expresiones regulares proporcionan una manera relativamen-
te concisa para expresar y comunicar lenguajes regulares. Por ejemplo, para
describir un lenguaje regular utilizando un autémata finito, se requiere una
definicion de la funcion de transicion, quizé en forma de diagrama o de tabla
de transiciones; para describir un lenguaje por medio de una gramatica, se
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ljercicios
I, (Cudles delos lenguajes descritos por las siguientes expresiones regula-

res para el alfabeto {x, y, z} son infinitos? Describa, en una sola frasg, el
i q contenido de cada uno de estos lenguajes infinitos y elabore una lista

() : exhaustiva de las cadenas de los lenguajes que sean finitos.
f * *
0 ; (y’("o y) *.
I , (x Uy)

( e
( i
(@Upen g (@ox)U2)
d. ( b h. ((zUy)Ux)
¢ ' 2. Dibuje un diagrama de transiciones que acepte la estrella de Kleene del
Ut 4¢ Q lenguaje aceptado por el siguiente diagrama.

a c
Figura 1.31 Eliminacién de un estado s, de un diagrama de\transiciones o M ©
generalizado para un autémata finito
b

requiere una lista de reglas de reescritura; pero, utilizando una expresién / 3. Dibuje un diagrama de transici_ones que acepte la unién de los lenguajes
regular, se puede describir un lenguaje en una sola linea. ‘ aceptados por los siguientes diagramas.
Uno de los principales ejemplos de las ventajas de esta notaci6n concisa
se puede encontrar en muchos de los editores de texto que se emplean :
actualmente, los cuales permiten buscar un patrén especifico en un archivo, ‘4N @
para eliminarlo o reemplazarlo por otra cadena. En esta situacion se requiere
un sistema de notacion para comunicar la forma del patron a encontrar. | b

Aunque la sintaxis que se emplee puede ser distinta de la que aqui se ha
presentado, en estas aplicaciones es fundamental el tema de la expresion

del patrén por medio de las operaciones de union, concatenacién y estrella X
de Kleene. Como ejemplo especifico, al utilizar el editor ed de UNIX, el
mandato —*@
s/xx*/z/ A
Sk, A . i ! / 4. Dibuje un diagrama de transiciones que acepte la concatenacién del
indica al sistema que sustituya la primera ocurrencia de una o0 més x por una 1 . tado por
AN enguaje acep p
sola z. En este caso, la expresion xx representa una sola x concatenada con la )
estrella de Kleene de x. b
Por ultimo, una consecuencia de los teoremas 1.3 y 1.6 es que los sistemas : g 7
de comparacion de patrones que se basan exclusivamente en la unién, la d
concatenacion y la estrella de Kleene para la representacion de patrones, son —
un tanto restrictivos en cuanto a los patrones que se pueden solicitar. Por otra
parte, como testimonio del alcance de los lenguajes regulares, se han disefado b

muchos sistemas de gran utilidad a pesar de estas restricciones.
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seguido por el lenguaje aceptado por

s

/5. Construya una expresion re i
1str gular que describ j
el siguiente diagrama de transicio(rlxes. G e

i o e

b
b

1.7 COMENTARIOS FINALES

fg:ﬁ sapn:;lo ha preseptado la clase de los lenguajes regulares y ha mostrado
e gzne:n caralcterlza;(sje usando automatas finitos, gramaticas regulares y
regulares. Ademds de ser importantes i
en si, muchos de 1
(cjc;r;;e;}z:)(:f qutte se (;jmlesentan en este capitulo también sirven cc;mo introduccigrs\
ceptos de los capitulos restantes. Por ejemplo, h
maquinas deterministas ini R TR G e
y las no deterministas, una distincién fi
poder computacional de los autématas fini , g ton
I initos. No obstante, en el sigui
capitulo veremos que, en otros cont: i it o
ap! \ extos, esta diferencia puede t ifi
caciones importantes. También hemos vi 0 § ol s
. : sto como la tarea de andlisis léxico d
un compilador puede reducirsea un sencillo proceso de consulta de una tablae

Aunque las tablas tienen una utilidad potencial en este contexto, su empleo es

mas comuin en las rutinas de analisis si i
isis sintdctico d i
veremos en el siguiente capitulo. s s
i Siilt;::;;c(;eg:: g:a gl(')a{nédticla pi-esentado en este capitulo es importante ya que
yoria delos lenguajes de programaci6 i
. s gr ion estd descrita hoy en
, ¥ en esta estructura gramatical se b 1
compilacién. Gran parte del estudio d igui it
. e los siguientes capitulos implica

( rd la

cuestion de cudles son los lenguajes que pueden generar las grgméticas

-

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

guyas reglas de reescritura se adhieren a distintas restricciones. Esto tiene

rulevancia en la medida en que, al hacerse més complejas las reglas de
ywescritura, también el algoritmo de reconocimiento del lenguaje asociado se
vuelve mas complicado. Asi, si nos asignan la tarea de disefiar un compilador

ara un lenguaje de programacion (o algin tipo de procesador para un
':anguaie natural), nos gustaria basar nuestro disefio en la gramatica mas

pencilla posible.
§in embargo, nuestro objetivo final es descubrir hasta donde pueden

pmplearse las maquinas para resolver problemas; hasta ahora, el problemaque
hemos elegido es el del analisis sintactico de lenguajes. Como veremos en los
eapitulos siguientes, este problema tienela complejidad suficiente para que la
busqueda de su solucién nos lleve a los limites aparentes de los procesos

gomputacionales.

'p

Problemas de repaso del capitulo

1. Muestrequelacoleccionde todas las cadenas dex, yy z, que contienen
un nimero impar de x, un nimero impar de y y un nimero par dez
es un lenguaje regular del alfabeto {x; 9,2k

/2. MuestrequesiL,yL,sonlenguajes regulares, entonces L, N L, es regular.

*3. MuestrequesiL,yL,son lengﬁajes regulares, entonces L, — L, es regular.

4. a. SiYes un alfabeto, jes la coleccion de palindromos de ¥*un lenguaje
regular? ;Por qué? </’

b. Si L es un lenguaje regular, ;es la coleccion de palindromos de L un
lenguaje regular? ;Por qué? (!

5. Muestre quesi L es un lenguaje regular del alfabeto X, entonces también
es regular el lenguaje que consiste en todas las cadenas de la forma wo,

dondewe Lyv €3*-L.

6. Muestre quesi L es unlenguaje regular, entonces también es regular el
lenguaje que se obtiene al escribir en forma inversa las cadenas de L.

7. Muestre que si L es un lenguaje regular, entonces también es regular la
y " . > :
coleccién de cadenas cuyas Inversas se encuentran asi mismo en L.
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7

10.

111,

12.

133

La cadena 527943001 es una lista de los digitos que aparecen en el
problema de adicion presentado a continuaci6n, si leyéramos las colum-
nas en forma descendente y de derecha a izquierda (colocamos los ceros
m.lcnales que se supone que estin en la columna extrema izquierda).
Diserie un diagrama de transiciones para un autémata finito que acepte
unicamente aquellas cadenas de digitos que pueden obtenerse de un
problema de adici6n de este tipo.

095
+42
137

Sedice que unaregla de reescritura de una gramitica, que sustituye un
no terminal por un par terminal-no terminal, es lineal por laizquierda
0 lineal por la derecha, dependiendo de si el no terminal est4 a la
izquierda o a la derecha (respectivamente) del terminal (la regla N -
Mx seria lineal por la izquierda, mientras que la regla N - xM seria
lineal por la derecha). Observe que nuestra definicién de una gramatica
regular permitia reglas lineales por la derecha pero no por la izquierda.
Muestre que los lenguajes regulares se generan de nuevo si cambiamos
la definicién para que permita reglas lineales por la izquierda, a la vez
que se excluyen las lineales por la derecha.

Explique c6mo se relaciona este problema con el problema 6. ?

Muestre que no es regular el lenguaje de {x, y} que consiste en aquéllas
cadenas con el mismo niimero de x y y.

Muestre que es regular el lenguaje de {x, y} que consiste en aquellas
cadenas que no contienen tres x consecutivas.

Muestre que cualquier lenguaje finito es regular.

Disefie un diagrama de transiciones para unautémata finito determinista

que acepte las mismas cadenas que el autémata finito no determinista
representado a continuacion:

14,

15.

17.

18.

19.

20.

21
22.
23.
24.

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

Suponga que permitimos quelosautomatas finitos cambiende unestado
a otro sin leer un simbolo de sus cintas de entrada. En un diagrama de
transiciones, este tipo de transiciones normalmente se representa como
un arco con etiqueta A en vez de un simbolo del alfabeto, y se le conoce
como transicién A. Muestre que cualquier diagrama de transiciones que
tenga transiciones A se puede modificar para que ya no contenga este tipo
de transiciones pero que a la vez acepte el mismo lenguaje (el diagrama
modificado puede ser no determinista).

Describa el lenguaje representado por cada una de las siguientes expre-
siones regulares.
(xox?) U (yoy?)

a. zZUyrtox (o
b. (xexoyey?)  d. ((xoy9oz")

Escriba expresiones regulares que describan los siguientes lenguajes.
a. Todas las cadenas que consisten en un nimero impar de x.
b. Todas las cadenas que consisten en un nimero impar de x y un
namero par de y. _
c. Todas las cadenas de x y y tales que cada y esté inmediata-
mente precedida por una x e inmediatamente seguida por una x.

Desarrolle una gramatica para generar las cadenas que constituyen
literales de tipo real en el lenguaje de programacién Pascal.

Suponga que L es un lenguaje regular del alfabeto X = {x, y}. Muestre que
(w:we T*yxwe L}y {w:we $*ywx € L}sontambiénlenguajes regulares
de X.

Encuentre un lenguaje regular (que no contenga A) que no pueda ser el
lenguaje aceptado por un autémata finito determinista con un solo
estado de aceptacion.

Muestre que si un autémata finito determinista Macepta una cadena que
contiene mas simbolos que estados tiene M, entonces M debe aceptar un
nimero infinito de cadenas.

Disefie un algoritmo que convierta diagramas de transiciones de auto-
matas finitos a expresiones regulares equivalentes.

Muestre que el lenguaje {x": n es primo} no es regular.
Muestre que el lenguaje {x": n = m? para algtin m € N} no es regular.

Encuentre una expresion regular que represente la interseccion delos
lenguajes representados por cada uno de los siguientes pares de
expresiones regulares.

A
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25:

/ 26.

27.

~ 28.

29,

30.

31.

32.

a. (xuy”)y(xuy)“'

b. (xe(xUYM)y(xUy)*oy)

¢ (xuyey)e UMy (o (x Uy
d. (xVyY) o(xVB)y((xUY)o(xoy)

Muestre quesi L es un lenguaje regular, entonces el conjunto de cadenas
en L de longitud impar es también un lenguaje regular.

¢Se aplica lo mismo al conjunto de cadenas de longitud par? Justifique
su respuesta.

Muestre que si L es un lenguaje regular que no contiene A, entonces L
puede ser aceptado por un autémata finito no determinista con un solo
estado de aceptaci6n.

Hemos mostrado que la uni6n de dos lenguajes regulares es regular. ;Es
siempre regular la unién de una coleccién de lenguajes regulares?
Justifique su respuesta. - 1.

Encuentre un diagrama de transiciones que acepte el lenguaje generado
por la gramitica regular que se presenta a continuacion (el simbolo
inicial es S). Luego, encuentre una expresion regular que represente el
mismo lenguaje.

— xN

- x

- yM

=Y

— 2N

-2z

IXRZ2Zuvn

Muestre que un lenguaje regular que no contiene A puede ser generada
una gramatica por regular que no contenga ninguna regla A.

Muestre que si el lenguaje aceptado por un autémata finito contiene una
cadena no vacia, entonces debe contener una cadena no vacia cuya
longitud no sea mayor que el niimero de estados en el autémata.

Disefie un diagrama de transiciones para un autémata finito que acepte
el lenguaje consistente en las cadenas del alfabeto {w, x, y, z} en donde el

patrén xy siempre esté seguido por una w y donde al patr6n yx siempre
siga una z.

¢Es cada lenguaje regular el lenguaje aceptado por un autémata finito
determinista cuyo diagrama de transiciones pueda dibujarse sobre una
superficie plana sin que alguno de sus arcos se crucen?

PROBLEMAS DE PROGRAMACION

I’'roblemas de programacion

Escriba un programa que evalie cadenas de entrada para ver si se
adhieren a los patrones descritos por la figura 1.17.

Disefie e implante un algoritmo para evaluar gramé’ticas regulares y
determinar si generan por lo menos una cadena no Vvacia (puede corpe:-
zar por traducir el problema 30 de repaso del capitulo a un enunciado
acerca de gramaticas).

Desarrolle un paquete de software que genere al'xtométicament.e
analizadores sintdcticos para lenguajes regulares. En primer lugar, escri-
ba un programa que acepte gramiticas regulares como entraday genere
como salida las tablas de transiciones correspondientes. Luego, escriba
un programa que analice su cadena de entrada? deacuerdo conlatablade
transiciones generada por el programa anterior.

Desarrolle un paquete similar al del problema de pfogramacién 3, pero
que acepte expresiones regulares en vez de gramdticas regulares.
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Autématas de pilay
lenguajes independientes
del contexto

21

22

2.3

24

25

2.6

Autdématas de pila

Definicién de los automatas de pila

Autématas de pila como aceptadores de lenguajes
Gramaiticas independientes del contexto

Definicién de las graméticas independientes del contexto
Gramaticas independientes del contexto y autématas de pila
Forma normal de Chomsky

Limites de los autématas de pila

Alcance de los lenguajes independientes del contexto
Autématas de pila deterministas

Principio de preandlisis

Analizadores sinticticos LL(k)

Proceso de anlisis sintactico LL

Aplicacion del principio de preandlisis

Tablas de analisis sintactico LL

Analizadores sinticticos LR(k)

Proceso de andlisis sintdctico LR

Implantacion de analizadores sintacticos LR(k)

Tablas de analisis sintdctico LR

Comparaci6n entre los analizadores sintécticos LR(k) y LL(k)
Comentarios finales

En el capitulo anterior vimos como se pueden construir analizadores
léxicos utilizando los principios de los autématas finitos, e investigamos los
lenguajes regulares que estos autématas son capaces de reconocer. Tam-
bién vimos que las técnicas sencillas relacionadas con los autoématas
finitos son limitadas; especificamente, encontramos que los sistemas de
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andlisis sintdctico basados en estos autématas no eran capaces de manejar gran
parte de las estructuras sintdcticas que se presentan en los lenguajes de
programacién generales.

En este capitulo generalizamos los conceptos de autématas finitos y
gramaticas regulares a fin de obtener técnicas para el analisis sintictico de una
mayor gama de lenguajes, conocidos como lenguajes independientes del
contexto. Paraesto, agregamos alautomata un sistema de memoria interna (en
forma de pila). Esta adicion incrementa de manera considerable el potencial de
procesamiento de lenguaje del autémata y proporciona un marco en el cual se
formulan varios algoritmos eficientes para el analisis sintéctico; el capitulo
concluye con unestudio delas técnicas de analisis sintdctico que se encuentran
en los compiladores modernos.

Para clasificar los lenguajes reconocidos por los autématas mejorados,
utilizaremos de nuevo el concepto de gramitica. Al permitir mayor compleji-
dad en la estructura de las reglas de reescritura de la gramatica, seremos
capaces de identificar las gramaticas que generan los lenguajes reconocidos
por nuestras maquinas mejoradas. Esta caracterizacion gramatical sers de
utilidad en varias situaciones; con estas gramaticas se describe la sintaxis de la
mayoria de los lenguajes de programacion modernos,

2.1 AUTOMATAS DE PILA

Como vimos en el capitulo 1, no existe ningiin autémata finito que pueda
reconocer el lenguaje {x"y": n € N}. De hecho, este lenguaje (donde x era un
paréntesis izquierdo y y un paréntesis derecho) fue nuestro principal ejemplo
de las limitaciones de los autématas finitos. Presentamos la hipoétesis de que

este problema ocurre porque los autématas finitos no tienen forma de recordar -

cudntas x se detectaron en la primera parte de la cadena, por lo que eran
incapaces de verificar si existia el mismo niimero de y. Por consiguiente, ahora
especulamos que el problema podria resolverse afadiendo algiin tipo de
memoria a la maquina conceptual en consideraci6n.

Definicién de los autématas de pila

Después de esta introduccion, presentamos la clase de méquinas conocidas como
autématas de pila; una maquina de este tipo se representa en la figura 2.1. Al igual
que un autémata finito, un autémata de pila cuenta con un flujo de entrada y un
mecanismo de control que puede encontrarse en uno de entre un ntimero finito
de estados. Uno de estos estados se designa como el inicial y por lo menos un
estado se designa como estado de aceptacion. La principal diferencia entre los
autématas de pila y los finitos es que los primeros cuentan con una pilaendonde

- pueden almacenar informacion para recuperarla més tarde.

1
vabeza de lectura —/

cinta de entrada

——

la cabeza se mueve
en esta direccion

indicador de estado

pila

mecanismo de control

Figura 2.1 Autémata de pila

Los simbolos que pueden almacenarse en esta pila (c.ox?ocidos como
sfmbolos de pila de la mdquina) constituyen un conjunto finito que puede
incluir algunos o todos los simbolos del alfabeto delaméaquinay quizé algl_mos
simbolos adicionales que la maquina utiliza como marcas internas. Por ejem-
plo, una maquina podra almacenar simbolos especiales en su pila para separar
secciones que tengan interpretaciones distintas. Para ser mas precisos, si una
maquina inserta un simbolo especial en la pila antes de efec.tuar algun otro
célculo, entonces la presencia de ese simbolo enla cima dela pila puedg usarse
como indicador de “pila vacia” para calculos posteriores. Ennuestros ejemplos
adoptamos el simbolo # para este fin. : -

Las transiciones que ejecutan los autématas de pila deben ser varian-
tes de la siguiente secuencia basica: leer un simbolo de la entrada, extraer
un simbolo de la pila, insertar un simbolo en la pila y pasar a un nuevo
estado. Este proceso se representa con la notacion (p: x,s;4,Y), dondep,
x,S,qy y son, respectivamente el estado actual, el snr31bolo del alfabeto
que se lee de la entrada, el simbolo que se extrae dela pila, el nuevo estado
y el simbolo que se inserta en la pila. Esta notacion es‘té disenada para
indicar que, el estado actual, el simbolo de entrada y el simbolo en !a cima
de la pila ayudan a determinar conjuntamente el nuevo estado y el simbolo
que debera insertarse en la pila. i g

Se obtienen variantes de este proceso basico de transicién permitiendo que
las transiciones lean, extraigan o inserten la cadena vacia. Por ejemplo,
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una transicion posible seria (p, A, A; g4, A). Es decir, al encontrarse en el
esta@o P, la maquina podria no avanzar su cabeza de lectura (lo que
cons1de{'amos como la lectura de la cadena vacia), no extraer un simbolo
d.e su pila (extraer la cadena vacia), no insertar un simbolo en su pila
(insertar la cadena vacia), y pasar al estado g-Otro ejemplo es la transicién
que solo pasa del estado p al estado g extrayendo el simbolo s de la pila
lo cual se representa con (p, A, s; 4, A). Otros ejemplos incluyen transicio-’
nes como (p, x, A; 4, z), (p, A, A; g, z), etcétera.

Para representar la colecci6n de transiciones disponibles para un auté-
mata de pila, es conveniente utilizar un diagrama de transiciones que
semeje el de un autémata finito, donde los estados se representan con
pequefios circulos y las transiciones por medio de arcos entre los circulos
Sin efnbargo, en el caso de los autématas de pila, la rotulacién de los arcos.
es més elaborada ya que hay que presentar mas informacién. Un arco de p
aqquerepresenta la transicion (p, x, y; 4, z) tendria una etiquetax, y; z. Por
e]er{\plo, la figura 2.2 muestra un diagrama de transiciones ’pa’ra un
autémata de pila en donde el estado inicial es el estado 1 (indicado por el
aPuntador) y los estados 1 y 4 son de aceptacién (indicados por los
cu:culgs dobles). A partir de este diagrama podemos observar que si la
mdquina lee una x de la entrada cuando se enc{:‘entra en el estado 2
insertard una x en la pila y regresara al estado 2; si la maquina lee unay,
de la entrada y puede extraer una x de la pila cuando se encuentra en el
esta'do 3, regresarad al estado 3; o si el simbolo # se encuentra en la cima de
la pila cuando la mdquina se halla en el estado 3,la maquina puede extraer
este simbolo y pasar al estado 4.

Com(_) sucede con los autématas finitos, es posible implantar los autéma-
tas .dg pila con varias tecnologias, por lo que aislamos. las propiedades
definitivas de los automatas de pila en la siguiente definici6n formal.

Figura 2.2 Diagrama de transiciones para un autémata de pila
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LUn automata de pila es una séxtupla de la forma (S, %, I, T, 1, F), donde:

#. S es una coleccion finita de estados.

b, ¥ es el alfabeto de la maquina.

¢. I'es la coleccion finita de simbolos de pila.

«. T es una coleccion finita de transiciones.

¢, 1 (un elemento de S) es el estado inicial.

{. F (un subconjunto de S) es la coleccion de estados de aceptacion.

Autématas de pila como aceptadores de lenguajes

l.os autématas de pila se pueden utilizar para analizar cadenas, en forma
similar a como se usan los autématas finitos. En la cinta de entrada de la
miquina colocamos la cadena que se analizar4, con la cabeza de lectura sobre
la celda del extremo izquierdo de la cinta. Luego ponemos en marcha la
méquina desde su estado inicial, con la pila vacia, y declaramos que la cadena
se aceptard si es posible que la maquina llegue a un estado de aceptacion
después de leer toda la cadena. Esto no quiere decir que la maquina deba
encontrarse en un estado de aceptacion inmediatamente después de leer el
ultimo simbolo de la cadena de entrada, sino que significa que ya no tiene que
leer mas delacinta. Por ejemplo, después de leer el dltimo simbolo delaentrada,
un autémata de pila puede ejecutar varias transiciones de la forma (p, A, x; 4, )
antes de aceptar la cadena.

Usamos la palabra “posible” al definir la aceptacion de cadenas en un
autémata de pila ya que los automatas de este tipo que aqui se consideran son
no deterministas; no hemos establecido restriccién alguna con respecto al
niimero de transiciones que son aplicables en un instante determinado. Por
lo tanto, como sucede con los autématas finitos no deterministas, pueden
existir varias secuencias de transiciones que se recorran a partir de la
configuraci6n inicial de la maquina, de las cuales s6lo una debe conducir a
un estado de aceptacion para que declaremos la aceptacion de la cadena (es
lamentable que la terminologia comiin no haga hincapié en la naturaleza no
determinista de los autématas de pila. Técnicamente, deberian llamarse
autématas de pila no deterministas).

Siguiendo los caminos establecidos para los autématas finitos, nos referi-
mos a la coleccion de todas las cadenas aceptadas por un autémata de pila M
como el lenguaje aceptado por la maquina, representado por L(M). Subraya-
mos de nuevo que el lenguaje L(M) no es cualquier coleccién de cadenas
aceptadas por M, sino la coleccion de todas las cadenas que acepta M.

Se puede obtener una importante clase de miquinas restringiendo las
transiciones disponibles para un autémata de pilaalas de la forma (p, x, A;4, A).
Los pasos de esta forma ignoran que la méquina tiene una pilay, por consiguien-
te, las actividades de la méaquina dependen exclusivamente del estado y el
simbolo de entrada actuales. Por ende, la clase de maquinas construidas de esta
manera es la clase de los autématas finitos. Por lo tanto, los lenguajes aceptados por
los autématas de pila incluyen los lenguajes regulares.
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Losautématas de pila también puedenaceptar lenguajes que no pueden
aceptar los autématas finitos, por ejemplo el lenguaje {x"y" n € N}. De
hecho, la figura 2.2 es un diagrama de transiciones de dicha méquina. El
primer paso es marcar la parte inferior de la pila con el simbolo # y luego
insertar en la pila las x conforme se lean de la entrada. Luego la maquina
extrae una x de la pila cada vez que se lee una Y. De esta manera, cuando el
simbolo # reaparece enla parte superiordela pila, se haleido el mismo niimero
de y y x. Observe que, como el estado inicial es también un estado de
aceptacion, se permite que la maquina acepte la cadena x°, que es A.

Antes de concluir esta secci6n, se necesitan algunos comentarios adicio-
nales. Recuerde que el criterio de aceptacién que se proporcioné antes
permite que un autémata de pila declare la aceptacion de una cadena sin que
tenga que vaciar antes su pila. Por ejemplo, un autémata de pila basado en
el diagrama de la figura 2.3 aceptara el lenguaje (x™y": m, n € N*y m>n), pues
se aceptaran aquellas cadenas con més x que y aunque queden x en la pila
(observe que este autémata no aceptaria cadenas con més y que x, pues no
podria leer todos los simbolos de dicha cadena).

Se podria conjeturar que la aplicacién de una teoria basada en estos
autématas nos llevaria a médulos de programa que devolvieran el control a
otros modulos dejando en la pila residuos de sus calculos que podrian
ocasionar confusiones en cilculos posteriores. Poxj esto, es frecuente que se
prefiera considerar tnicamente los autématas de pila que vacian sus pilas
antes de llegar a un estado de aceptacién. En el teorema 2.1 podemos ver que
esta restriccion no reduce el poder de estas maquinas.

TEOREMA 21

Para cadaautématade pila que acepte cadenas sin vaciar su pila, existe
unautémataqueacepta el mismo lenguaje pero que vacia su pilaantes
de llegar a un estado de aceptacién.

DEMOSTRACION

Suponga que M = (S, 5, I, T, 1, F) es un autémata de pila que acepta
cadenas sin tener que vaciar necesariamente su pila. Podemos modi-
ficar M de la manera siguiente:

1. Elimine la designacién “inicial” del estado inicial de M. Luego,
afiada unnuevo estado inicial y una transicién quepermitaa M pasar
del nuevo estado inicial al anterior a la vez que inserta en la pila un
simbolo especial # (que no se encontraba anteriormente enT").

y' xl. x

®

Figura 2.3

Autémata de pila que puede aceptar cadenas sin una pila vacia

2. Elimine la caracteristica de aceptacion de cada estado de acepta-
cion de M. Luego, afiada un estado p junto con las tra.nsiciones que
permiten a la mdquina pasar de cada uno de los,annguos estados
de aceptacion a p sin leer, extraer o insertar un simbolo.

3. Para cada x en I'(sin incluir #), introduzca la transicién (p, A, x; p, 7).
4. Anada unnuevo estado de aceptacion q y la transicién (p, A, #; g, 7).

Observe que la versién modificada de M sélo marca el fondo
de su pila antes de efectuar algiin calculo y luego simula }os
célculos de la mdquina original hasta el punto donde la méqu’ma
original habria declarado la aceptacién de la en:ntrada. Aqui la
maquina modificada pasa al estado p, vacia su pllfl y luego pasa
a su estado de aceptacion g quitando la marca de fin de plli!. Asi,
tanto la mdquina original como la modificada aceptan las mismas
cadenas, aunque la versién modificada llega’ a su estado de
aceptacion unicamente cuando su pila esta vacia.

La figura 2.4 muestra el resultado de aplicar la técnica de'la demostra-
¢i6n anterior al diagrama de la figura 2.3. Un autérr.\ata de pila basado en
vste nuevo diagrama aceptard exactamente las mismas cadenas que el
original, pero no puede aceptar una cadena a menos que su pila se
encuentre vacia. ) '
Por tltimo, es importante recordar que los autdmatas queaquise conside-
ran son no deterministas. El proceso de modificacion descrito en la.dfemostra-
cion del teorema 2.1 puede introducir varios puntos de no determinismo por
medio de las transiciones que conducen de los antiguos estados de aceptacion

al nuevo estado p.

X, \; x

El diagrama de la figura 2.3 después de modificarlo para que vacie

Figura 2.4
su pila antes de aceptar una cadena

AUTOMATAS DE PILA 81
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Ejercicios
1. Disefie un autémata de pila M tal que L(M) = {x"y"x": m, n € N}

2. ;Cudl es e'l lenguaje que acepta el automata de pila cuyo diagrama
de transiciones se presenta a continuacién?

X, \; X

y' x; x

3. Mod.ifique el diagrama de transiciones del ejercicio 2 para que el autémata
de pila acepte el mismo conjunto de cadenas pero con su pila vacia.

4. Muestre como pueden combinarse dos autématas de pila M, y M, para
formar un solo autémata de pila que acepte el lenguaje L(M,) U L(M,).

2.2 GRAMATICAS INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

Ah.ora que hemos extendido las méaquinas en consideracion de autématas
finitos a automatas de pila, nuestra investigacion se centra en cudles son los
lepguajes que estos autématas extendidos pueden reconocer. Comenzamos la
buisqueda de la respuesta regresando al concepto de las gramaticas.

Definicién de las gramaticas independientes del contexto

Para caracterizar los lenguajes que reconocen los autématas de pila, presenta-
mosel concepto de gramiticaindependiente del contexto. A diferencia de las
gramaticas regulares, estas graméticas no tienen restricciones con respectoala
forma del lado derecho de sus reglas de reescritura, aunque aun se requiere
que el lado izquierdo de cada regla sea un solo no terminal. La graméﬁca de
la figura 2.5 es una gramética independiente del contexto, pero no es regular.

El término “independiente del contexto” refleja que, como el lado izquier-
do de cada regla de reescritura tinicamente puede contener un solo no
te.rminal, la regla puede aplicarse sin importar el contexto donde se encuentre
dicho no terminal. Por el contrario, considere una regla de reescritura cuyo

lado izquierdo contenga més de un no terminal, como xNy — xzy. Esta regla

GRAMATICAS INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

dice que el no terminal N puede sustituirse con el terminal z s6lo cuando esté
rodeado por los terminales x y y. Por lo tanto, la capacidad de eliminar N
aplicando la regla dependera del contexto en vez de ser independiente.

Al igual que las gramaticas regulares, las gramaticas independientes del
contexto generan cadenas por medio de derivaciones. No obstante, en el caso
de las gramiticas independientes del contexto pueden surgir dudas con
respecto a cudl serd el no terminal que deberd reemplazarse en un paso
eupecifico de la derivacion. Por ejemplo, al generar una cadena con la grama-
tica de la figura 2.5, el primer paso produce la cadena zMNz, que presenta la
opcion de reemplazar el no terminal M o el N en el siguiente paso. Por
consiguiente, para generar la cadena zazabzbz, se podria producir la derivacion

S = zMNz = zaMaNz = zazaNz = zazabNbz = zazabzbz

siguiendo la regla rutinaria de aplicar siempre una regla de reescritura al no
ferminal situado mds a la izquierda en la cadena actual (esto se llama
derivacién por la izquierda). También podria producirse la derivacion

S = zMNz = zMbNbz = zMbzbz = zaMabzbz = zazabzbz

aplicandosiemprela regla de reescritura al no terminal situado médsala derecha,
lo cual daria como resultado una derivacién por la derecha. Incluso se podrian
seguir otros patrones y obtener otras derivaciones de la misma cadena.

Lo cierto es que el orden en que se apliquen las reglas de reescritura no
afecta la determinacion de si una cadena puede generarse a partir de cierta
gramatica independiente del contexto. Esto resulta obvio cuando reconoce-
mos que si una cadena puede generarse a partir de alguna derivacién, entonces puede
ser generada por una derivacién por la izquierda. Para ver esto, primero conside-
ramos el drbol de andlisis sintactico asociado a una derivacion.

Un 4rbol de anilisis sintictico no es mas que un drbol cuyos nodos
representan terminales y no terminales de la gramética, donde el nodo raiz es
el simbolo de inicio de la gramatica y los hijos de cada nodo no terminal son
los simbolos que reemplazan a ese no terminal en la derivacion (ningin
simbolo terminal puede ser un nodo interior del drbol ni ningtin simbolo no
terminal puede ser una hoja). En la figura 2.6 se presenta un drbol de anélisis

S — zMNz
M — aMa
M-z

N —bNb
N-oz

Figura 2.5 Gramética independiente del contexto que genera cadenas
de la forma za"za"b"zb"z, donde m,n€ N

/?
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sintdctico para la cadena zazabzbz usando la gramatica de la figura 2.5 y
cualquiera de las derivaciones anteriores.

A.hora, para ver que cualquier cadena generada por una gramética inde-
pendiente del contexto se puede generar con una derivacién por laizquierda,
qbservamos quelas derivaciones que corresponden al mismo arbol de an4lisis
sintdctico tinicamente difieren en cuanto al orden en que se aplican las reglas

de reescri.t’l.lra. El orden de aplicacion de las reglas s6lo refleja el orden de
construccion de las ramas del drbol. Una derivacion por la izquierda corres-

ponde a la construccién del drbol sintactico comenzando por la rama izquier- |

d.a, mientras que una derivacién por la derecha corresponde a una construc-
ci6én que se inicia por la rama derecha. Sin embargo, el orden de construccién
f:le las ramas no afecta la estructura final del arbol, ya que cada rama es
mc.iependiente de las demas. Por lo tanto, dada una derivacién que no es por
laizquierda, se puede construir el 4rbol de andlisis sintdctico asociado y luego
elaborar un derivacion por la izquierda de la misma cadena, aplicando una
“evaluacion por la izquierda” sistematica del 4rbol.

Figura 2.6 Arbol de analisis sintactico para la cadena zazabzbz

utilizando la gramatica de la figura 2.5

S — xSy
S—A

Figura 2.7 Gramatica independiente del contexto que genera

cadenas de la forma x?y” donde ne N

vy |
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Finalmente, observamos que la flexibilidad que ofrecen las gramaticas
Independientes del contexto permite la construccion de una gramatica que
penera el lenguaje {x"y": n €N}, que se presenta en la figura 2.7. Este ejemplo,
tombinado con el hecho de que cualquier gramaética regular es una grama-
lica independiente del contexto, nos permite llegar a la conclusion de que
las gramdticas independientes del contexto generan uia mayor coleccion
e lenguajes que las gramaticas regulares. Los lenguajes generados por
jramaticas independientes del contexto se denominanlenguajes indepen-
dlentes del contexto.

(iraméticas independientes del contexto y autématas de pila

Antes de considerar la relacion entre las gramaticas independientes del
contexto y los autématas de pila, debemos esclarecer un aspecto de la
notacion. En los andlisis que se presentan a continuacion, serd conveniente
considerar transiciones unicas que insertan mas de un simbolo en la pila,
como (p, a, s; 4, xyz). En este caso, se insertan en la pila los simbolos z, y y x
(en ese orden). Asi, después de efectuar la transicion, x se hallard en la cima
ile la pila (con y debajo y z en el fondo). Observe que las transiciones de este
lipo solo representan una forma conveniente de notacién y no anaden
capacidades adicionales a la maquina. De hecho, la transicion de insercion
multiple (p, 4, s; g, xyz) podria simularse con la secuencia de transiciones
tradicionales (p, 4,5;4,,2), (4, A, A; 4, ) ¥ (3, M, A: 4, ), donde g, y 4, son estados
adicionales a los que no puede llegar ninguna otra secuencia de transiciones.

Ahora debemos mostrar que los lenguajes generados por gramdticas inde-
pendientes del contexto son exactamente los mismos lenguajes que aceptan los
automatas de pila. Esto se hard en dos etapas. Primero mostramos que para
cualquier gramética G independiente del contexto existe un automata de
pila M tal que L(M) = L(G) (Teorema 2.2). Luego mostramos que para
cualquier autémata de pila M existe una gramatica G independiente del
contexto tal que L(G) = L(M) (Teorema 2.3).

TEOREMA 2.2
Para cada gramética G independiente del contexto, existe unautémata
de pila M tal que L(G) = L(M).

DEMOSTRACION ,

Dada una gramatica G independiente del contexto, construimos un

autoémata de pila M de la manera siguiente:

1. Designe el alfabeto de M como los simbolos terminales de G, y los
simbolos de pila de M como los simbolos terminales y no termina-
les de G, junto con el simbolo especial # (podemos suponer que #
no es un simbolo terminal o no terminal de G).

\
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2. Designelos estados de M como1, P.qyf,dondetes el estado inicial
y fes el tinico estado de aceptacién.

3. Introduzca la transicién WA Np, #).
4. Introduzca una transicién (7. A, 2;9,S) donde S es el simbolo inicial deG.

5. Introduzca una transicion de la forma (4., N; q, w) para cada regla
dereescrituraN - wen G (aqui empleamos nuestra nueva conven-
€ién que permite que una sola transicién inserte mas de un simbolo
de pila. Especificamente, w puede ser una cadena de cero 0 mas
simbolos, incluyendo terminales y no terminales).

6. Introduzca una transicién de la forma @, x, x; g, A) para cada
terminal x de G (es decir, para cada simbolo del alfabeto de M).

7. Introduzca la transicién @, A # £, 0).

Un autémata de pila construido de esta manera analizard una
cadena deentrada marcando primero el fondodela pila con el simbolo
#, luego insertando en la pila el simbolo inicial de la gramitica y
después entrando al estado q- De ahi y hasta que el simbolo # vuelva
aaparecer en la cima dela pila, el aut6mata extraera un no terminal de
la pila ylo reemplazara con el lado derecho de una regla dereescritura
aplicable, o extraer un terminal de la pila a la vez que lee el mismo
terminal en la entrada. Una vez que el simbolo # regresa a la cima de
la pila, el autémata cambiar a su estado de aceptacion f, indicando
que la entrada recibida hasta ese punto es aceptable.

Observe que la cadena de simbolos queintegran la parte derecha
de una regla de reescritura se inserta en la pila de derecha a izquier-
da. Asi, el no terminal situado mas a la izquierda ser4 el primero en
surgir en la cima de la pila; por tanto, también ser4 el primer no
terminal de la pila que se reemplazara. Por consiguiente, el autémata
analiza su entrada efectuando una derivacién por la izquierda de
acuerdo conlasreglas dela gramatica en la cual se basa. Sin embargo,
como ya vimos, las cadenas generadas por una gramatica indepen-
diente del contexto son exactamente aquellas que tienen una deriva-
cion por la izquierda. Entonces, el autémata acepta exactamente el
mismo lenguaje que genera la gramatica.

Quizds con un ejemplo pueda comprenderse mejor la funcién de las
distintas transiciones construidas en la demostracién del teorema 2.2. Consi-
deremos los pasos que ejecuta el autémata de pila descrito en el diagrama de
transiciones de la figura 2.8, construido a partir de la gramatica independiente
del contexto de la figura 2.5. Para evaluar la cadena zazabzbz, iniciamos la
méquina con la configuracién representada en la figura 2.9a. A partir de esta

GRAMATICAS INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

tonfiguracion, la maquina marca el fondo de !a pila con e: snmboll? #a);
tambia al estado g ala vez queinserta e}l no terminal S en‘la pila, para te(z)gla
i la configuracion representadaen la flgt.Jra‘Z’.9 b. A partir de este pulr:1 n,‘é_
pila se emplea para contener una descripcién de la estructura c(liue o
(juina espera encontrar en la parte restante de su flujo de entra da. e ,“a
simbolo S que se encuentra actualment(? en la parte supe:jlor e ntrzda
indica que la maquina espera que los simbolos restaptes] e iu e e
constituyan una estructura que pueda generarsea partir <’ie no termi dé
Sin embargo, puesto que S no es un termln.al, la maqulma :\ro dpueor
wsperar queel contenido de su pila aparezca explicitamente enéa en ainat,e ;r)\ ”
lo que hay que reemplazar el no terrrun?l antes de que lahm }?umatrata o
comparar su pila directamente con e! flujo de entregda._ De hec :), se -
una regla general que sigue la mdquina: en cualquier instante, ?j cima i
pila contiene un no terminal que debe reemplazarse con una esc’n.}zc v
¢quivalente, aunque mas detallada, de la estructura. Eng es el proposi o2 ;
las transiciones incluidas en la regla 5 de l.a demostr;j\aon del teorema 2.2.
Con su ejecucion se reemplaza un no terminal de la cima de la pila por1 u(rj\Z
descripcion mas detallada de la estructut:a, de a‘cue.rdo con alguna regla 5
reescritura de la gramatica original. Asi, la maquina de nuestr(l)l e]empla
continda con la ejecucion de la transicion (g, A, S; g, zMNz) para llegar a
configuracion representada en la figura 2.9c.

\, M; aMa N Mz

N\, S; zMNz

Diagrama de transiciones de un autématg .de pila construido
a partir de la gramatica de la figura 2.5 utilizando las
técnicas presentadas en la demostracién del teorema 2.2

Figura 2.8
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Figura 2.9 Autémata de pila en funcionamiento
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Ahora la cima de la pila de la maquina contiene el terminal z y, por tanto,
iuede compararse con la cadena de entrada a través de la transicion (4, 2, Z; 4,
&). Después de ejecutar esta transicion, la pila de la maquina contiene MNz
y los simbolos restantes dela cadena de entrada sonazabzbz, como se muestra
un la figura 2.9d.

[De nuevo, la cima de la pila contiene un no terminal que la maquina debe
reemplazar. Sin embargo, a diferencia de la sustitucién anterior del no
lurminal S, existen dos reglas de reescritura que pueden aplicarse para
sustituir el no terminal M. El automata de pila podria ejecutar la transicion
(1, A, M; g, z), lo que ocasionaria que la mdquina fallara en su intento por
aceptar la cadena, o podria ejecutar (g, A, M; g, aMa), que en este caso seria la
npeion correcta (este autémata es no determinista). Supongamos que se elige
ln opcion correcta ya que nuestro objetivo es observar como la méquina
podria aceptar la cadena de entrada (recuerde que una cadena se encuentra
on el lenguaje de una maquina no determinista si es posible que la maquina
acepte la cadena). Después de ejecutar (4, A, M; 4, aMa) la méquina aparece
¢omo se muestra en la figura 2.9¢, con el terminal 4 en la cima de la pila.
Iintonces, este terminal se compara con la cadena de entrada a través de la
transicion (4, ,a; 4, 1), 1o que deja la pila con MaNz y los simbolos zabzbz por
leerse de la cadena de entrada, como se ilustra en la figura 2.9f.

En la figura 2.10 se resumen las actividades restantes de la maquina.
Observe que la lectura del ltimo simbolo de la entrada descubre la marca #
en la pila. Entonces, la transicion (¢, A, #; f, A) transfiere la maquina al estado
de aceptacion f, donde se declara la aceptaci6n de la entrada.

Preparémonos ahora para el teorema 2.3. Suponga que se nos da un
autémata de pila que acepta cadenas s6lo cuando su pila esta vacia. Entonces,
desde el punto de vista del autémata, su tarea es tratar de pasar de su estado
inicial a uno de aceptacién de manera que su pila siempre se encuentre en la
misma condicién que al comenzar los cdlculos. La forma como se logre este
objetivo dependera de las transiciones disponibles. Si, por ejemplo, 1 es el
estado inicial de la maquina y (1, A, A; p, #) es una de las transiciones
disponibles, entonces el automata puede tratar de lograr su objetivo ejecutan-
do primero esta transicion. Esto darfa como resultado que la maquina se
encontrara en el estado p con el simbolo # en su pila, y entonces la meta de la
méquina seria pasar del estado p a un estado de aceptacion a la vez que
eliminaria de la pila el simbolo #.

Por lo general, este objetivo se representa con <p, x, 4>, donde p y q son
estados y x es un simbolo de pila de la méquina. Es decir, <p, x, g> representa
el deseo de pasar del estado p al estado g de manera que el simbolo x se elimine
de la parte superior de la pila. Se especifica un caso algo especial por medio de
<p, \, 4>, que representa el objetivo de pasar del estado p al estado 4 de modo
que la pila no se altere. En otras palabras, al llegar al estado g, la pila seré la
misma que existia cuando se encontraba en el estado p. Un ejemplo de esta
situacion es el objetivo original, antes mencionado, de pasar del estado inicial
a uno de aceptacion. De hecho, para cada estado de aceptacion f, el automata
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Contenido Resto de Transicién
de la pila la entrada ejecutada
A zazabzbz (LA AP, #)
# zazabzbz (p, A A g, S)
S# zazabzbz (g, A, S; q, zMN2)
zZMNz# zazabzbz (9.2 zq 1)
MNzi# azabzbz (g, A, M; q, aMa)
aMaNz# azabzbz (g.a aq,2)
MaNz# zabzbz (. A, M q, 2)
zaNz# zabzbz (9.2, 2,9, A
aNz# abzbz (g.a aq,A)
Nzit bzbz (g, A, N; q, bNb)
bNbzi bzbz (g, b, b; q,A)
Nbzi zbz (M N; g, 2)
zbzi# zbz (9.2,z,q A
bzi# bz (g, b, b; q, A)
zi# z (9.2, z,p, A
# A (QA#EA)
\

Figura 2.10 Anélisis completo de la cadena zazabzbz que efectia
el autémata de pila descrito en la figura 2.8

tiene un objetivo principal representado por <t,A,f>, dondet es el estado inicial
de la maquina. 1

Ahora estamos listos para mostrar que los lenguajes aceptados por un
autémata de pila son independientes del contexto.

TEOREMA 2.3
Para cada autémata de pila M, existe una gramitica G independiente
del contexto tal que L(M) = L(G).

DEMOSTRACION
Dado un autémata de pila M, nuestra tarea es producir una
gramética G independiente del contexto que genere el lenguaje
L(M). Como resultado del teorema 2.1, podemos suponer que el
autdmata de pila M acepta cadenas tinicamente cuando su pila
estd vacia. Una vez hecha esta observacion, construimos G de tal
manera que sus no terminales representen los objetivos de M,
como se menciond antes, y que sus reglas de reescritura represen-
ten refinamientos de objetivos mayores, presentados en términos
de objetivos més pequeiios.

Para ser mds precisos, especificamos que los no terminales de G
consisten en el simbolo de inicio S més todos los objetivos de M, es
decir, todas las estructuras sintdcticas de la forma <p, x, §> donde

- .

(

4

2
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p y q son estados de M y x es A o un simbolo de pila de M (asi, G
puede contener un gran niimero de no terminales incluso si M es un
autémata pequerio). Los terminales de G son los simbolos del alfabe-
to de M.

Ahora estamos listos para introducir la primera coleccién de
reglas de reescritura de G. Estas reglas se obtienen de la siguiente
manera:

1. Paracadaestado de aceptacién fde M, forme la regla de reescritura
S — <, A, f>, donde es el estado inicial de M.

Lasreglas dereescritura obtenidas en el paso 1aseguran que cualquier

derivacion que utilice esta gramitica comenzara sustituyendo el

simbolo inicial de lagramatica por un objetivo principal del autémata.
Se obtiene otra coleccion de reglas de reescritura con

2. Para cada estado p en M, forme la regla de reescritura <p, A, p> — A.

Las reglas obtenidas en el paso 2 son reflejo de que puede eliminarse
el objetivo de pasar de un estado a si mismo sin modificar la pila.

Cada una de las demas reglas de reescritura de G se construye
a partir de una transicién en M, siguiendo el paso 3 o el paso 4
descritos ahora.

3. Para cada transicion (p, x, ¥; 4, z) de M (donde y no es A), genere una
regla de reescritura <p, y, > — x<q, z, r> para cada estado r de M.

Las reglas generadas por el paso 3 indican que el objetivo de pasar
deunestadop aunestadoreliminando y dela pila puede lograrse
si se pasa primero a un estado g mientras que se lee x de la entrada
y se intercambia z por y en la pila (usando la transicién (p, x, ¥; 4,
z)) y luego intentando pasar del estado g al estado r a la vez que
se elimina z de la pila.

4. Para cada transicion de la forma (p, x, A; g, z), genere todas
las reglas de reescritura de la forma <p, w, r> - x <q, z, k
> <k, w, >, donde w es un simbolo de pila o A, mientras
que k y r (Qque pueden ser iguales) son estados de M.

Las reglas de reescritura construidas en el paso 4 reflejan que el
objetivo de pasar de un estadop a un estado r a la vez que se elimina
wde la pila puede lograrse si primero se pasa al estado g mientras se
lee x de la entrada y se inserta z en la pila (por medio de la transicion
(p,x,\; q,2)) y luego se intenta pasar del estado g al estado r a través
de un estado k, a la vez que se eliminan z y w de la pila.

o ————

4
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Observe que las reglas de reescritura construidas en los
pasos 1 a 4 forman una gramitica independiente del contexto.
Solo resta mostrar que esta gramética genera el mismo lenguaje
que acepta el automata: debemos mostrar que este ultimo
puede aceptar cualquier cadena generada por la gramitica y
que la gramética puede generar cualquier cadena que acepte el
autémata. Ambos enunciados serdn verdaderos si demostra-
mos la siguiente afirmacion.

Aplicando reglas de la gramatica, se puede reescribir un no terminal de
laforma <p, o, q> (donde o.es A o un simbolo de pila) como una cadena
de terminales w, si y s6lo si el autémata puede pasar de un estado pa
un estado q siguiendo una ruta cuyo recorrido da como resultado que
seelimine o.dela pila y que se lea la cadena w de la cinta de la maquina.

Comencemos por demostrar la parte “s6lo si” de esta afirma-
¢ién, aplicando la inducci6n en el niimero de pasos requeridos para
reescribir <p, a, 4> como w. Si se requiere s6lo un paso, entonces el
no terminal <p, o, 4> debe ser en realidad <p, A, g> ya que ésta es
la tnica forma de un no terminal que puede reescribirse como
cadena terminal en un solo paso. A su vez, esto significa que w
debe ser A. Asi, nuestra afirmacién es‘verdadera para el caso
bésico, ya que el autdmata siempre puede pasar de un estadop a
p sin eliminar nada de la pila ni leer nada de la cinta.

Ahora, supongamos que la ruta deseada en el autémata existe para
cualquier caso donde, en 0 menos pasos, el no terminal querepresen-
ta un objetivo puede reescribirse como una cadena de terminales, y
supongaqueen +1 pasos puede reescribirse <p, o, 4> como lacadena
de terminales w. Observe que el primer paso de este proceso debe ser
la aplicacién de una regla de reescritura del paso 3 o del paso 4
anteriores. Supongamos que se obtiene del paso 3, con la transicién
(p.w,, a;r, B). (El caso del paso 4 no es méds que una leve generaliza-
cién de este caso.) El primer paso del proceso de reescritura aparece
como <p, 0, 4 > = w,<r, B, 4>. Esto significa que el resto del proceso
de reescritura convierte <r, B, 4> en una cadena w,, tal que w = w,w,,
en s6lo n pasos. Entonces, por nuestra hipétesis de induccién, el
autémata puede pasar del estado r al estado q leyendo w,alavezque
elimina B de su pila. Si hacemos que la transicion P w, a; r, B)
anteceda a este célculo, obtenemos un proceso que comienza en el
estado p y pasa al estado g a la vez que lee de la cinta la cadena w y
elimina o dela pila. Porlo tanto, podemos concluir que la parte “s6lo
si” de nuestra afirmaci6n es verdadera.

Ahora, consideremos la parte “si” de nuestra afirmacién. Una
vezmdsaplicamos lainduccion, pero esta vezsobre la longitud de
la ruta de p a g. Si la longitud de esta ruta es cero, la ruta no
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requiere transiciones y q debe ser igual ap. Porlo tanto, basta con
la regla de reescritura <p, a, p> — A. .
Luego suponemos que si el autdmata puede pasar de cualquier
estado r a un estado s, siguiendo una ruta que consiste en no més de
n transiciones y que da como resultado la lectura de la cad(?na vdela
cinta y la eliminacién de o de la pila (donde aes X.o un simbolo d‘e
pila), entonces hay en la gramética reglas de reescritura que permi-
ten reescribir <p, a, g> como w. Considere una rutaden + 1 pasos
del estadop aq cuyo recorrido da como result.ado lalecturadecinta
de la cadena w y la eliminacion de o de la pila (donde o es Aoun
simbolo de pila). Supongamos que el primer paso de esta ruta es la
ejecucion de la transicion (p, w,, o; t, z), donde o :t A (los otros
primeros pasos posibles se manejan de manera semejante). En;on-
ces, la porcion restante de la ruta debe pasar de! estado tal estadog
en solo n transiciones, sin eliminar nada de la pila al leer.de’ la gnnta
la cadena w,, donde w = w,w,. Sin embargp, por nuestra .lupotesns de
induccion, esto significa que deben existir en la gramatica reglas de
reescritura que permitan reescribir <t, A, 4 > cOmo w,. Ade.més, la
existencia de la transicion (p, w,, o; t, z) implica la existencia dela
regla <p, a, 4> > w,< t, A, q4>.Porlo tanto, el no terminal <p, a, 4>
puede reescribirse como w aplicando primero esta regla y luego

reescribiendo < t, A, 4 > como w, e ” 4 iy
Concluimos que las partes “si” y “solo si” de nuestra afirmacio

deben ser verdaderas, y por lo tanto la gramética independiente del
contexto construida a partir de los pasos 1, ?, 3 y 4 debe generar el
mismo lenguaje que acepta el automata de pila M.

De nuevo, un ejemplo debe ayudar a esclarecer varios de lo§ puntos dela
demostracion anterior. Considere la construccion de una gramatica mdgpen-
diente del contexto que acepte el lenguaje {cb"c:n €N'} del automata depilade
la figura 2.11. Nuestra primera observacién es que en la gra'rr}é.tlca ret}aultante
existen numerosos no terminales, incluyendo el simbolo de inicio S mas un no
terminal dela forma <p, x, ¢> para cada tripleta (p, x, 9), dm.\de xes Aoc(puesto
que ¢ es el tinico simbolo de pila), y py 4 (que pue.den ser iguales) son estados
de la miquina. Ademds como se muestra en la flggra 2.12 se forma un gran
niimero de reglas de reescritura, que se presentan, junto con sus transiciones
asociadas. Por ultimo, en la figura 2.13 se muestra una.denvamon dela .ca.dena
cbbe. Aqui vemos que las reglas de reescritur'a aspmadas alas transiciones
que leen simbolos de la entrada de la mdquina introducen estos mismos
simbolos en la cadena que se deriva. Asi, una vez que el proceso de
derivacién ha eliminado todos los no terminales, los simbf)los en la cadena
restante son exactamente los mismos que habria leido el cdlculo correspon-
diente del automata de pila.
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Figura 2.11 Diagrama de transiciones para un autémata de pila

que acepta {cb’c: n eN'}

En resumen, contamos ahora con dos caracterizaciones para los lengua-
jes independientes del contexto: son los lenguajes aceptados por automatas
de pila, asi como los lenguajes generados por gramiticas independientes
del contexto.

Forma normal de Chomsky %

Unadelas ventajas de clasificar los lenguajes en funcién de su gramitica es que
estas clasificaciones proporcionan detalles con respecto a las estructuras de
cadenas que pueden aparecer en los lenguajes correspondientes. Sin embargo,
aprimeravista parece quelaflexibilidad que permiten las gramaticas indepen-
dientes del contexto impone pocas restricciones a las posibles estructuras de
cadenas que pueden encontrarse en los lenguajes independientes del contexto.
Por esto, quizds le sorprenda saber que los lenguajes independientes del
contexto si tienen gramaticas cuyas reglas de reescritura se adhieren a forma-
tos extremadamente rigidos. Por lo tanto, investigaremos con mayor
detenimiento la estructura de las reglas de reescritura que se encuentran en las
gramadticas independientes del contexto.

Comenzamos nuestra investigacion considerando la necesidad de tener

reglas A en una gramaética independiente del contexto. Si el lenguaje generado
por la gramdtica contiene la cadena vacia, entonces debe aparecer cuando
menos unaregla A enlagramitica; de lo contrario, no habria manera de derivar
la cadena vacia del simbolo inicial de la gramética. Sin embargo, podriamos
preguntar hasta qué punto se requieren las reglas A si el lenguaje que se genera
no contiene la cadena vacia.

Para responder esta pregunta, démonos cuenta primero que la existencia
de una regla A puede permitir que mas no terminales que el que aparece en la
regla puedan reescribirse como la cadena vacia. Por ejemplo, si una gramética
contiene las reglas N - A y M — N, entonces tanto M como N se podrian
reescribir como A, aunque la regla M — A no se encuentre en la gramética. Para
identificar el efecto de las reglas A en una gramitica independiente del

T
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tontexto,debemos aislar todos los no terminales que pueden reescribirse como
la cadena vacia. Para esto, definimos un encuadernamiento A de longitud n
tomo la secuencia de reglas delaformaN, - N, ,N,_ = N_, ', N, =,y
efinimos el no terminal N, como el origen del encuadernamiento.

fl‘(g{{gr\ﬂl’\ﬂfﬁjfo

Dol paso 1
S~ <f,\, h>

Dol paso 3, transicion (g, ¢, c; h, A)
«g, c f>—c<h, \ >

«g, c, g>—c<h \ g>
«g, ¢, h>—c<h, \ h>

Dol paso 4, transicién (f, ¢, A; g, ©)

N, [> — cr<gic > "<t > <ficf>"= 0, <g, ¢, > <l ciilf>
BN > — ci<g clg><g N> <fre t=>=hc <g Cr g=r<auo; >
N[> — ¢ <glcihsiT<hiN > <k, f> = c'<g icphs> ichlc >
RN >~ CUs GiC, T ' <lihig> <l 6,.g> — ¢ <guc, f>. <f, cig>
<\ g>— c <g,cg> <g\g> <fc,g>-c<gcg> <g¢c g>
B\, g> — ¢ <g c h> <h '\ g> <lc g>—c<gc, h>'<h: c g=
RN N> — ¢ <@g'c > <X h> <t 6 h>1= ¢ <g 'c > <tich>
R 1> = ccas g Chgs <G, N hs ritic, ha = crkgsiGg> <0 Chi i
N N> — ¢ —. 0:<g,c, h> <h ¢ h>

<g, cih> 1<hy\ h> U<t 'c, h>
L J

Dol paso 4, transicion (g, b, I; g, A)

<0 N> — b <g \f> <\ > <g;c, > = 'b'<g-N > <fre'f>

B> = b <gi)\g> <g N > /gg;c > — b g\ g> '<gic >
RS — b <g,IN h> <hi\Nif> . g e d>— b <giN h> <hicif=
BENg> — b <g \f> <t Ng> <g 69> — b <g XN f> <o g>

<@g N\Ng> — b <g, \g> <g, \Ng> <g ¢ g> —-b <g \ g><gc g>

€0 \g> — b <g, N\ h> <h \,g> <g,¢,g> — b <g, N\ h> <h, ¢, g>

RN h> — b <g, \ > <f \ h> <g,'c,h> — b <g.\ > <ticihs

€0\ h> - b <g, \, g> <g M h> <g,c h> - b <g, \ g> <g, ¢ h>

<@g N\ h> — b <g, \, h> <h,\, h> <g,c,h> — b <g, \, h> <h, ¢, h>
Flgura 2.12 Reglas de reescritura obtenidas a partir del autémata

de pila de la figura 2.11

e
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S>>t Xah>
= €6<4q, ¢, h><h N\ h>
=> cb<g, \, g><g, ¢, h><h, \, h>
=> cb<g, ¢, h><h, \, h>
= cbb<g, \, g><g, ¢, h><h, \, h>
= cbb<g, ¢, h><h, \, h>
= chbc<h, \, h><h, \, h>
= cbbc<h, \, h>
= cbbc

GRAMATICAS INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

a. S— zPzQz b. S— zPzQz
P — xPx S— zzQz
P-Q S— zPzz
Q- yPy S zzz
Q- )\ P—ZPx *

P— xx
P-Q
Q- yP2Y)
Q-yy

Figura 2.13 Derivacién de cbbe utilizando las reglas de reescritura

de la figura 2.12

Ahora, si G es una gramitica independiente del contexto que no
genera la cadena vacia, definimos U, como el conjunto de los no termina-
les que aparecen como origen de los encadenamientos A de longitud cero,
0 sea, los no terminales que aparecen del lado izquierdo de las reglas A.
A este conjunto le anadimos los origenes de todos los encadenamientos
A de longitud uno para formar otro conjunto, U,. Luego, a U, le agrega-
mos los origenes de todos los encadenamientos A de longitud dos para
qbtener un conjunto llamado U,, etcétera (si G fuera la gramdtica en la
figura 2.14a, entonces U, seria {Q} y U, seria {P, Q}).

Puesto que en una gramatica s6lo hay un nimero finito de no termina-
les, debe existir un punto en el cual este proceso deje de introducir no
terminales adicionales. Al llegar a este punto hemos recopilado todos los
no t'ermina]es de G que pueden reescribirse como la cadena vacia; este
conjunto se representa con U (observe que, como G no genera la cadena
vacia, U no puede contener el simbolo inicial de G).

Ahora, para cada regla de reescritura de la forma N — w, donde w es una
cadena de terminales y no terminales, agregamos a G todas las reglas de la
forma N — w’, donde w’ es cualquier cadena no vacia obtenida al eliminar de
w una o0 mas ocurrencias de no terminales en U. (Una vez mas, haciendo
referencia a la figura 2.14a, el conjunto U seria {P, Q} por lo que agregamos a
la gramatica las reglas siguientes:

Sty

S—22Qz ¢ @ partir de S — zPzQz
S=Zro

P— xx a partir de P — xPx

Q—yy a partir de Q — yPy

Una gramética independiente del contexto (que no genera la
cadena vacia) y otra gramética que genera el mismo lenguaje
sin utilizar reglas A

Figura 2.14

Observe que no agregamos la regla P — A que se obtendria de laregla P — Q.
(Véase Fig. 2.14b.)

Una vez que agregamos estas nuevas reglas a la gramatica, ya no necesita-
mos las reglas A. Suponga que la derivacion de una cadena, empleando la
gramadtica original, requiere la aplicacion de una regla A,y sea N el origen del
encadenamientos A més largo que aparece en la derivacién que termina con
esta regla A. Entonces, la ocurrencia de N debe introducirse en la derivacion
aplicando alguna regla de la forma M — w,Nw,, donde w, y w, son cadenas de
terminales y no terminales, una de las cuales debe ser no vacia (se escogi6 N
como el origen del encadenamiento A que da fin a la regla A; ademés, N no es
el simbolo inicial, yaque N € U y S € U). Esto significa quela regla M — w,w,
es una de las reglas que hemos agregado a la gramética. Asi, podemos elimi-
nar de la derivacion el empleo de la regla A si aplicamos la regla M — w,w, en
vezde M —w, Nw,. De esta manera podemos eliminar cualquier utilizacién de
reglas A en una derivacion. Ademds, podemos deshacernos de todas las reglas
A de la gramatica sin reducir sus poderes generativos.

Como ejemplo, considere la derivacion de la figura 2.15a, basada en la
gramatica de la figura 2.14a. El tltimo paso de la derivacion utiliza lareglad,
Q — A. El origen del encadenamientos A que condujo al uso de esta regla es
el no terminal Q introducido en el primer paso de la derivacion. Por lo tanto,
podemos cambiar este paso utilizando lanuevaregla S — zPzz para obtener la
derivaciondelafigura 2.15b. Esta derivacion usalaregla}, Q — A, ensu dltimo
paso. El no terminal P introducido en el segundo paso es el origen del
encadenamiento A que lleva a esta regla. Por ello, alteramos este paso para
aprovechar la nueva regla P — xx, obteniendo as la derivacion de la figura
2.15¢ que s6lo usa reglas de la gramatica modificada de la figura 2.14b.

* Por tltimo, observamos que la gramitica que se desprende deeste proceso de
eliminacion de reglas A no puede generar cadenas que no generaba la grama-
tica original. Después de todo, es posible simular cualquiera de las reglas
afiadidas por medio de cortas secuencias dereglas dela gramatica original. Por
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o
(%]

o
%)
YU Jodd Vv y

zPzQz
ZxPxzQz
zxQxzQz
zxxzQz
ZXXZZ

zZPzz
zZxPxzz
zxQxzz
ZXXZZ

(9]
(7]

zPzz
ZXXZZ

Figura 2.15 Modificacién de una derivacion basada en la gramatica

de la figura 2.14a para obtener una derivacién basada
en la gramética de la figura 2.14b

lo tanto, concluimos que cualquier lenguaje independiente del contexto que no
contiene la cadena vacia se puede generar por medio de una gramitica independiente
del contexto que no tenga reglas¥, )

: Tomando como punto de partida esta conclusién, podemos demostrar el
siguiente teorema.

TEOREMA 2.4

Si L es un lenguaje independiente del contexto que no contiene la
cadena vacia, entonces existe una gramitica G independiente del
contexto tal que L(G) = L y el lado derecho de cualquier regla de
reescritura en G consiste en un solo terminal o exactamente dos no
terminales.

DEMOSTRACION

Sea L un lenguaje independiente del contexto que no contiene la
cadena vacia. Ya sabemos que una gramatica G independiente del
contextp_que no contiene reglas A puede generar L. Nuestro enfoque
es modificar esta gramatica para que se adhiera a las restricciones del
teorema.

; .Para cada terminal x en G, introducimos un nuevo no terminal
tnico X y la regla de reescritura X — x, y luego reemplazamos las
ocurrencias del terminal x en todas las demas reglas de G con X. Esto

.- _——
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produce una gramitica G’ independiente del contexto en la cual el
lado derecho de cada regla de reescritura es un solo terminal o una
cadena de no terminales. Ademas, L(G’) = L(G).

Ahora reemplazamos cada regla de G’ de la forma

N NN, N,
donde n > 2, con la coleccion de reglas

N - N,R,
R, =>NK}

donde cada R, es un no terminal tinico que no aparece en ningiin otro
lugar de la gramatica. Obviamente, esta modificacion no cambia el
lenguaje generado por la gramatica.

Al llegar a esta etapa tenemos una gramdtica G’ independiente del
contexto que genera L, para la cual el lado derecho de cada regla de
reescritura es un solo terminal, dos no terminales o un solo no
terminal. Entonces, lo que queda por hacer es eliminar las reglas de la
tltima forma. Para esto, consideramos cada secuencia de reglas de
reescrituradelaformaN, —»N, ,N, =N, _,,~,N,—»N,, introducimos
laregla N, — x si N, — x es una regla de G’, e introducimos la regla
N, — ABsiN, — ABestd en G'. Una vez que se han agregado estas
reglas, podemos eliminar aquellas donde el lado derecho contiene un
solo no terminal, sin reducir los poderes generativos de la gramatica.
Después de todo, cualquier derivacién que usa las reglas de la forma
M — N puede modificarse para que utilice en cambio las reglas que
acabamos de introducir. Asi, la gramdtica resultante genera L y
satisface las restricciones del teorema.

Para hacer més claros los pasos de la demostracién anterior, considere
c6mo afectarian a la gramética de la figura 2.16a, con simbolo inicial S. El
primer paso serfa introducir los nuevos no terminales X, Y'y Z'y convertir la
gramética enlagramatica G’ que se presentaenlafigura2.16b. A continuacion,
la regla S — ZMZ se reemplazaria por el par de reglas S — ZR, y R, - MZ,
mientras que M — YMY sereemplazaria por M — YP,y P, - MY, paraobtener
la gramdtica de la figura 2.16 c. Finalmente, la secuencia N — X y la secuencia
M — Ny N — X darian origen a las reglas N — x y M — x, produciendo asi la
gramatica de la figura 2.16 d.
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a. S—-zMz b. S—-ZMzZ
M-N M—N
M—yMy M—YMY
N—x N—-X

X—x
i ¢
Z—z

c. S—ZR, d. S-2zR,
R—Mz R,—MZ
M—N M—x
M—YP, M—YP,
Py—MY P,—~MY
N-X N—x
X—x X—x
Yooy Y-y
&7 Z-z
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Gramética para L - {A} Gramatica para L
con simbolo inicial S con simbolo inicial S’
S'—\
S'—MN Nuevas reglas
S—MN S—MN
N—-MS N—-MS
N—x N—x
M—x M—x

Figura 2.16 Aplicacion del proceso descrito en la demostracién
del teorema 2.4

S.e c?ice que una gramdtica cuyas reglas de reescritura se adhieren a las
restricciones del teorema 2.4 tiene la forma normal de Chomsky (llamada asi
en honor de N Chomsky). Por ejemplo, la gramatica

S — XM
M- SY
X—>x
Yoy

cuyo simbolo inicial es S tiene la forma normal de Chomsky, mientras que

S — xSy
S—oxy

que genera el mismo lenguaje, no la tiene.

En resumen, el teorema 2.4 indica que cualquier lenguaje independiente
del contexto que no contenga la cadena vacia puede ser generado por una
gramética md‘ependiente del contexto que tenga laforma normal de Chomsk
Aunque se limita a un subconjunto de los lenguajes independientes dZi
contexfo, esta caracterizacion sigue siendo bastante general. Por ejemplo, la
mayoria dg ’los lenguajes en ambientes de ‘aplicaci(’)n, como los lenguajes ,de
programacion, no contienen la cadena vacia; incluso para aquellos lenguajes
que si contienen la cadena vacia, la caracterizacion tiene su mérito. De hedllo,

Figura 2.17 Modificacién de una gramatica con forma normal de Chomsky que
genera L — {1}, para obtener una nueva gramatica que genere L

si un lenguaje L independiente del contexto contiene A, podemos encontrar
una gramatica independiente del contexto que “casi” tiene la forma normal
de Chomsky pero que atin genera L. Para lograr esto, primero encontramos
una gramética G independiente del contexto con forma normal de Chomsky
que genere L- {A}. Luego, modificamos G agregando un nuevo no terminal
S’ que se convierte en el simbolo inicial de la nueva gramadtica; después
anadimos la regla S’ — A (para que la nueva gramatica genere A); y, por
Giltimo, para cada regla de G cuyo lado izquierdo consiste en el antiguo
simbolo inicial de G, agregamos una nueva regla en donde éste se sustituye
con el nuevo no terminal S’ en ese lado izquierdo (véase Fig. 2.17). Es
evidente que esta gramética modificada generara las cadenas del lenguaje
L, y s6lo esas cadenas (al introducir el nuevo simbolo inicial S’ se elimina
la posibilidad de que la regla A interactie con otras reglas de la gramatica).
Por consiguiente, incluso los lenguajes independientes del contexto que con-
tienen la cadena vacia pueden ser generados por graméticas que casi tienen la
forma normal de Chomsky.

Ejercicios

1. Muestre que toda cadena derivada por la izquierda de una gramatica
independiente del contexto puede derivarse también por la derecha.

2. Sedice que una gramética esambigua cuando permite mas de un drbol de
anélisis sintdctico para unasola cadena (véase Ap.C, Sec. C.1). Demues-
tre que la gramatica que se presenta a continuacion es ambigua, mostran-
do que la cadena ictictses tiene derivaciones que producen distintos
drboles de analisis sintéactico.

S —ictS
S — ictSeS
S—s
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(Qlulsés ya haya o}:servado antes este problema si asocia las siguientes
pa_ abras con los simbolos terminales de la gramatica anterior: i = if
¢ = condicidn, ¢ = then, e = else y s = enunciado.) :

3. Utilic:fa .el Procedimiento descrito en el teorema 2.
gramatica independiente del contexto

el automata de pila cuyo diagrama de transiciones es el siguiente.

4. gengfx’estre' que la union de dos lenguajes independientes del contexto

mbiénes pdependlente del contexto mostrando cémo pueden combinarse

;flos gramaticas m(’igpepdientes del contexto de los lenguajes originales para
ormar una gramatica independiente del contexto que genere la union.

CCon;nerta la siguiente gramatica, con simbolo inicial S, en una gramética
on forma normal de Chomsky que genere el mismo lenguaje.

S = xSy
S > wNz
NS
N2

2.3 LIMITES DE LOS AUTOMATAS DE PILA

Hasta ahora hemos caracterizado los len

A A
b guajes independientes del contexto

por gramaticas independientes del contexto
: como
?;];(()ele}lo:]:ceptaddos por]los automatas de pila. Sin embargo, no hemos cc)),nside-
ance deestos lenguajes: no nos hemos iexi j
: _ preguntadosi existen lengua
g::; no son .zlde%endxentes del contexto. Ademis, los autématas de piﬁlqul(;:
0s considerado hasta ahora son no determinista
' ra s Sy, ya que nuestro plan es
geiarrolla’r herramxenfas dedisefiode compiladores basadas en las propigdades
elos automatas de pila, es necesario comprender el pap

; > pila el del determinismo en
los autématas de pila. Estos seran los aspectos que trataremos en esta seccién

3 para construir una
que genere el lenguaje aceptado por

LIMITES DE LOS AUTOMATAS DE PILA vlO:!

Alcance de los lenguajes independientes del contexto

I'rimero presentaremos un lenguaje que no es independiente del contexto. Para
eito utilizaremos el teorema siguiente, conocido como lema de bombeo ya que
muestra como en algunos lenguajes independientes del contexto pueden
producirse cadenas “bombeando” (“ampliando”) porciones de otras cadenas.

TEOREMA 2.5

Si L es un lenguaje independiente del contexto que contiene un
nimeroinfinito de cadenas, entonces debeexistiren L unacadenaque
tenga la forma svuwt,donde s, v, u, wy tsonsubcadenas, por lo menos
una de v y w es no vacia, y sv"uw"t estd en L paracadan € N'.

DEMOSTRACION |

Sea L un lenguaje independiente del contexto que contiene un
nimero infinito de cadenas, y sea G una gramética independiente
del contexto tal que L(G) = L. Sea m el nimero maximo de
simbolos (terminales y no terminales) que se encuentran en el
lado derecho de cualquier regla de reescritura en G; es decir, m es
la longitud del lado derecho més largo de las reglas de
reescritura de G. Entonces, cada nodo de un drbol de analisis
sintactico basado en G puede tener cuando muchom hijos. A su
vez, cualquier &rbol de andlisis sintdctico de profundidad d
puede producir una cadena de longitud maxima m? (donde la
profundidad del drbol es el niimero de aristas en la ruta més larga
de la raiz a una hoja).

Seaahora j el nimero de simbolos no terminales de G, y elija una
cadena de L con longitud mayor que . Entonces, el drbol de andlisis
sintactico T para dicha cadena debe tener una profundidad mayor
que j: Estoindica que existeunarutaenT, quevadelaraizaunahoja,
la cual contiene més de j no terminales. Por consiguiente, algin no
terminal N debe aparecer por lo menos dos veces en la ruta. Consi-
deremos el subarbol de T cuyo nodo raiz es la ocurrencia mas alta de
N en esta ruta, y en el cual la siguiente ocurrencia de N es una hoja
(como lo indica la regién sombreada de la Fig. 2.18). En otras
palabras, consideramos el subarbol de T cuya raiz es la ocurrencia
mas alta de N y luego descartamos todo lo que queda debajo de la
siguiente ocurrencia de N.

Este subarbol indica que el patrén vNw se deriva de la primera
ocurrencia de N, donde v yw son concatenaciones de las hojas del
subdrbol a la izquierda y a la derecha de la segunda N, respectivamente
(véase de nuevo la Fig. 2.18). Podemos suponer que v o w debe ser no
vacia, pues de lo contrario podriamos eliminar la region sombreada dela
figura 2.18 para obtener el drbol de la figura 2.19a, recortando asi la ruta
elegida. Sin embargo si pudieran recortarse asi todas las rutas con

|
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S

Ruta de longitud mayor que nen
donde el no terminal N aparece
dos veces.

7

T —— N_—
"4 w

Figura 2.18 Representacion grafica del arbol de derivacion T

longitud mayor que j, produciriamos un drbol de anélisis sint4ctico
para la cadena elegida que tuviera una profundidad menor que j, lo
cual seria una contradiccion.

Observeque pueden construirse otros drboles de analisis sintactico
repitiendo un niimero arbitrario de veces las copias del subarbol
seleccionado, como se muestra en la figura 2.19b. Cada uno de estos
arboles de analisis sintéctico representa una cadena que la gramatica
G puede generar. Por lo tanto, G genera cadenas que contienen
estructuras de la forma v'/Nw' para cada entero positivo i. A su vez,
debe existir una cadena en L de la forma svuwt donde sv'uw"t se
encuentre en L para cada n € N*, como se afirma en el teorema.

Una consecuencia del teorema 2.5 es que el lenguaje {x"y"z": n € N*} no es
independiente del contexto. De hecho, este lenguaje contiene una cantidad
infinita de cadenas, pero no existe en el lenguaje cadena alguna que tenga un _
segmento con posibilidades de repetirse segtin lo establecido en el teorema y
aun asi producir cadenas en el lenguaje (si cada uno de los dos segmentos
repetidos consiste soloenlas x, s6lo en las yo s6lo en las z, entonces el resultado
no contendré el mismo nimero para cada simbolo. Ademés, si repetimos un
segmento con mas de un tipo de simbolo, entonces el resultado tendré las y
antes de las x o z antes de las y).

Figura 2.19 Arboles sintécticos que pueden construirse modificando el arbol
de la figura 2.17
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El hecho de que el lenguaje {x"y"z" n € N'} no sea independiente del
contexto puede parecer insignificante; consideremos entonces un ejemplo en
el cual ocurren estos patrones. En algunos procesadores de palabras, las
palabras que se subrayarin durante la impresién se almacenan como una
cadena de simbolos (la palabra) seguida por el mismo niimero de retrocesos,
seguidos por el mismo niimero de caracteres de subrayado. Asi, estas palabras
subrayadas constituyen cadenas que seajustanal patron x"y"z", dondelas x son
las letras de la palabra, las Y los retrocesos y las z los simbolos de subrayado.
Por consiguiente, el teorema 2.5 nos dice que el poder de los autématas de pila
seria insuficiente para construir una rutina de an4lisis sintdctico que pueda
reconocer estas palabras subrayadas.

Si el ejemplo de las palabras subrayadas parece un tanto artificial, se debe

aque la coleccion de los lenguajes independientes del contexto casi abarca las ‘
estructuras que se encuentran en los lenguajes de programacion actuales. De
hecho, los diagramas de sintaxis de uso comuin, utilizados para expresar la

sintaxis de los lenguajes de programacion son, esencialmente, reglas de
reescritura independientes del contexto. Sin embargo, existen algunas caracte-
risticas de estos lenguajes que tales diagramas no pueden representar. Los
diagramas de sintaxis son incapaces de expresar la restriccion de que
diferentes variables no pueden tener el mismo nombre, que el niimero de

pardmetros formales de un subprograma debe ser igual al niimero de pardme- “

tros actuales cuando se llama al subprograma, y que las referencias a iden-
tificadores no declarados son ilegales.

No obstante lo anterior, el poder de las gramaticas independientes del
contexto permite incluir un considerable niimero de reglas de sintaxis de los
lenguajes de programacionactuales, y porlo tanto vale la pena invertir tiempo
eneldesarrollo de técnicas de anlisis sintctico basadas en las propiedades de
los autématas de pila. De hecho, es con tales técnicas con las que muchos
compiladores se constituyen en la actualidad. En estos casos, las caracteristicas
del lenguaje que se salen del alcance de las gramaticas independientes del
contexto se manejan como casos especiales o se evaltian como partedel anilisis
semdntico, en vez de hacerlo en las rutinas de anilisis sintictico.

Autématas de pila deterministas

Persiste un problema que tenemos que resolver antes de centrarnos en la
produccion de rutinas de analisis sintictico para automatas de pila. Los
autématas de pila que hasta ahora hemos analizado son no deterministas, y
nuestras rutinas de compilacién deben ser deterministas. Si vamos a utilizar
aut6matas de pila como herramientas de diseio para el desarrollo de rutinas
deterministas de andlisis sintictico, debemos saber cudles son las limitacio-
nes, siexisten, que pueden surgir al requerir uncomportamiento determinista.
Nuestro primer paso en esa direccion es presentar el concepto de autématas
de pila deterministas.

ila determinista es un autémata de
Je era general, un autémata de pila ete un
Ilnlo; :;‘::al esgaplicable una, y sblouna, transiciénen cualquier mstagt(ifz::
[:n Jlica quesi (p, x, ¥;4,2) y (p, x, y; r, w) son transiciones, entonces g de 3
| Jnl a r?rz debeserigual aw.Sinembargo, esta COl’llelOﬂ no l?asta para [f‘;(l‘(:) s
I:‘ posibilidad del no determinismo. Po:: e;jemplo, si e? siguiente su.n b
untrada fuera x, la presencia de las transiciones .\ y"j(q)'li) g;\ (g,a;,a y(,) z; e
i6 dop aotro ignoran )
ulreceria la opcion de pasar del esta orando | o W
i blema similar si una maqu
tado p leyéndola. Se presentaria un pro ; e
::‘\ ;:: ;(m’r,te g’uperior dela pila pudiera elegir elllwtre (p,tr?», A q,dzc)) )c'l g’éﬁ; yl,lg{ zi)n({b(;o?
i i do la pila o extrayen !
palir la maquina del estado p ignoran: ; M 1.
i tomata de pila determi
Con base en estas observaciones, un au oo
¢ i 1 que para cada tripleta (p, x,
) el automatade pila(S, %, I, T, 1,.1’-') talq :
:/'; I'irr\\ (;C: ;‘.n: T, existe una y s6lo una transicién en T de la Sforma (t;;, ::;1 vjl“q’P 2);
' ot4 A L)}, gestienSyzes :
de (u, v) estd en {(x, y), (x, ), (A, y), (A, 1) : e
:f;milr]r\:lé, est)a restriccion eliminaria la presencia de (p, A, ¥; 4, 2) )): %]x, A 7,8)
A que tanto (x, ) como (A, y) se hallan en {(x, ), (x, A), (A, y),. l( (ljete. W'
{ Parasubrayarlassutilezas del desarrollodf: un gutéma:iaed:s ;:; Sam‘{lqrrmmsuinas dé
disenar la porcion de una
JupoONgamos que queremos | ' g
stado p ejecute la trans 0%
manera que cuando se encuentre en el e b agp e i
i la, o de lo contrario ejecuta
s hay unayen la cima dela pi 1, 0de i
i tidumbre alguna, pero si y
x, A; g, A). Aqui no se presenta incer : phogen s
enci la figura 2.20a. Especifi b
sencillo enfoque que se presenta en . R
i itiri la maquina tuviera una opcion
diagrama permitiria que : S e
i isti i licables tanto (p, x, ¥; 4,
la pila existiera una y,y serian ap e e
: g,\). Para resolver este problema pasa ; .
ill’uZtr; en la figura 2.20b, donde suponemos que los simbolos de pilade

la maquina sonx, yy #.

a.

X, ¥ N
X, NN
b.
X, ¥ N
xix (9
x, #; #

Porcién del diagrama de transiciones para un autémata de pila

. .20 % Ty
Figura 2 que presenta no determinismo y su contrapartida determinista
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Alli hemos introducido opciones explicitas para la mdquina en caso de que el
simbolo en la cima dela pilano fuera y. En estos casos seindicaala méaquina que
extraiga un simbolo de la pila y luego lo inserte de nuevo. Por supuesto, este
enfoquerequiere que la pila no seencuentre vacia cuando la maéquina sehalleen
el estado p, pues de lo contrario ninguna de las transiciones serfa aplicable. Es
por esto que hemos introducido el simbolo # que se supone est4 en el fondo de
la pila al iniciar cualquier célculo, y que se conserva alli hasta el final.

Aligual queen el capitulo anterior, nuestro uso del término determinista
implica que el sistema estd completamente definido. Sin embargo, las afirma-
ciones que estamos a punto de efectuar con respecto a los autématas de pila
deterministas serdn vélidas, sinimportar si los autdmatas en cuestion se encuen-
tran 0 no completamente definidos. Ademds, si se obliga a definir por com-
pleto a los autématas, se obtienen diagramas mds bien saturados. Como
vimos en el caso de los autématas finitos, la inclusién de los arcos para
todos los casos es una cuestion mas de paciencia que de contenido
(compare la Fig. 1.5 con la 1.11). Entonces, al dibujar diagramas para
autématas de pila deterministas, con frecuencia representaremos sélo
aquellas transiciones pertinentes para la tarea en cuestion, entendiéndose
que si es necesario puede completarse el diagrama parcial.

Nuestra siguiente tarea es decidir si el requisito del determinismo reduce
ono el poder de un autémata de pila. Por desgracia para nosotros, asi es, como
se muestra en el teorema siguiente.

X, N\ X
TEOREMA 2.6

Existe un lenguaje independiente del contexto que no es el lenguaje
aceptado por ningtin autémata de pila determinista.

Figura 2.21 Diagrama de transiciones para un autérr:ata de pila M para el cual
LM) = xy:nEN*}U Xy neEN }

DEMOSTRACION

Demostramos este teorema mostrando que el lenguaje L = {x"y": n

i i nsiciones que se
€ N} U {x"y*: n UN'} es independiente del contexto pero que no 3. Cambie el estado destino p de cada una de las tra q

puede ser aceptado por ningtin automata de pila determinista. En
primer lugar, observe que la figura 2.21 muestra un diagrama de
transiciones para un autémata de pila que acepta L; por lo tanto, L
es independiente del contexto.

Para probar que Lno puede seraceptado porningtin autémata de
pila determinista, mostramos que se llega a una contradiccién si se
supone lo contrario. Suponga entonces que M es un autémata de pila
determinista tal que L(M) = L. Utilizando M, construimos otro autd-
mata de pila de la manera siguiente:

1. Construya dos copias de M, llamadas M, y M,. Los estados de M,
y M, se llamarén primos si son copias del mismo estado en M.

2. Elimine la caracteristica de aceptacion de los estados de acepta-
cion de M, y la caracteristica de inicio del estado inicial de M,.

originan en un antiguo estado de aceptacion deM, al pn}{dno 3& p
enM,. (Estas transiciones alterac!as forman enl.aces entre M, ys()lg .
de manera que las dos mdquinas se convierten en un
6mata de pila).
4. ?\Xc:?iifique todpas a)quellas transiciones que lean unay de ls entreil;léa
y cuyos estados destino se encuentren en M, (incluyen olq:n ei
aquellas transiciones alteradas en el paso 3), para que le

simbolo z en su lugar.

Afirmamos que el lenguaje aceptado por el ax:}télr)na}t: Cc}l:) ]:iil:
i i i 4 {x"y'z": n € N'}. De ;
construido asi a partir de M, y M, ser.
esta maquina se le proporci(l)nara una cadena de entrada de la for%la
x"y"z", tendria que llegar a uno de los antiguos estados de aceptai\a n
de M' después de leer las x y las y pero antes de leer alguna z (la M,
1
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original habriaaceptado x"y"y, puesto que es determinista, debe llegar
al mismo estado después de leer x"y" sin importar qué simbolos
vengan después). Al llegar a este punto, la ejecucion cambiaria a M,
(por el paso 3 anterior), donde todas las z de la cadena de entrada
llevarian a un estado de aceptacion. En efecto, M, proseguiria como si
estuviera procesando la segunda porcion de una cadena de la forma
x"y*, pero como se han alterado sus instrucciones de lectura, en
realidad leerd las z en vez de las y.

Para ver que sélo se aceptarian las cadenas de la forma Yz,
observe que para llegar a un estado de aceptacion se requiere que M,
procese una cadena de la forma x"y" para que pueda transferir el
control a M,, y luego que M, encuentra n z, ya que M, prosigue como
si estuviera procesando la segunda parte de x"y*".

Vemos entonces que nuestra suposicién de que L puede ser acepta-
do por unautématade pila deterministanos llevaala conclusién de que
el lenguaje {x"y"z": N € N} es independiente del contexto; pero sabemos
queesto es falso. Por consiguiente, nuestra suposicion debe ser erronea:
L no puede ser aceptado por un autémata de pila determinista.

Tomando en cuenta el teorema 2.6, nos referimos a los lenguajes aceptados
por un autémata de pila determinista como lenguajes independientes del
contexto determinista. El hecho de que esta clase de lenguajes no incluya
todos los lenguajes independientes del contexto nos indica que nuestro
objetivo deconstruir rutinas deterministas de analisis sintdctico y basadasen
autématas de pilano sealcanzara para todos de los lenguajes independientes
del contexto, sino tinicamente en el caso, mas reducido, de los lenguajes
independientes del contexto determinista.

De hecho, el panorama es atin méis desalentador. Los automatas de pila
deterministas que consideramos aceptan cadenas sin que necesariamente
tengan que vaciar sus pilas y, como se mencion antes, es probable que este
modelo dé origen a segmentos de programa que saturen la memoria de un
computador conlos residuos de calculos anteriores. Por desgracia, este proble-
ma es mds serio para los autématas de pila deterministas que para los
automatas de pila ordinarios, ya que no podemos modificar cada autémata de
pila determinista para que vacie su pilaantes dellegar al estado de aceptacion.

Para convencernos de esta situacion, considere el lenguaje L obtenido dela
unién de {x" n €N} y (x"y": n €N}, que es aceptado por el autémata de pila
determinista representado en el diagrama parcial de la figura 2.22, y que por
lo tanto es un lenguaje independiente del contexto determinista. Afirmamos
que L no puede ser aceptado por un autémata de pila determinista al cual se
le requiera que vacie su pila antes de llegar a un estado de aceptacion. De
hecho, si M fuera dicha mdquina y recibiera una entrada de la forma x4n,
después de leer cada x tendria que llegar a un estado de aceptacién con la pila

-

Figura 2.22 Diagrama parcial para un autémata de pila determinista M donde
LM ={x= neEN}u{xXy:nE N}
vacfa. (Puesto que la maquina es determinista, debe se%“i‘f: Zralg::\: 1;1;2; d;e’
jecucio : x"y" que al procesar cualqui 2
¢jecucion al procesar las x en ; o
i en si una cadena aceptable,
yuesto que cualquier cadena de x es g ; .
!iebe vaciar su pila y pasar a un estado de aceptacm(r; destp:es d:lidee; ggﬂ; 925
i eelntimerodeestadosenM,
Ahora, si escogemos que 11 sea mayor que e el pog
i ¥ | procesamiento delas xenx"y"lamaq
concluir queenalgun puntodel p : AR
tadop con la pila vacia.Sim
estar por lo menos dos veces en un es A
de x Feidas entre estas visitas a p, M debe aceptar la cadena x™"y", lo q
ntradice la definicién de M. . ) . ;
1 En resumen, hemos encontrado una jerarquia de]{engua]es gzc;calsaccllc;ss :Slzz
- i la figura 2.23. La mayor
automatas de pila que se presenta en 1 a dlace o8
i6 jes i dientes del contexto que los au
la coleccién de lenguajes indepen e AR
i tan. Dentro de esta clase se encuentran prop
ARPRE T i deterministas aceptados
inclui j tes del contexto determi
incluidos los lenguajes independien : l Pl
5 i ini llos que no tienen el requis
tas de pila deterministas (aque (
e i t i la clase de los lenguajes
i i e contenidos en la cla
vaciar sus pilas). Luego, propiamente ( s
i i tas, se hallan los lenguajes que p
independientes del contexto determm1§ 2 an S :
ser alz:eptados por los automatas de pila deterministas que vacian sus pilas
antes de aceptar una cadena de entrada.

Principio de preanalisis

‘ l %
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lenguajes independientes del
contexto

to deterministas

lenguajes aceptados por autématas
de pila deterministas que vacian sus
pilas antes de aceptar una cadena

Figura 2.23 Clasificacién de los lenguajes independientes del contexto

I e
E;egrzr al:n:j estado de aceptacion sin realmente leer la marca de fin de cadena
oo tsalii ;n gad.e esto fs lol lque podriamos considerar como un proceso de

sivoen el cual lamaquina debe “caer”
( asiv er” enun estado deaceptaci6
sin que se lo indique una marca de fi o i
e fin de cadena. Por el contrario, si i i
' : k rario, si imagina-
mos Aqui I
simbglr:) (s;s:grgi tran(e(.ilatnte el cual la maquina pudiera observar el siguig:r:te
sin tener que avanzar su cabeza de lectu i
o . qu _ ezadelectura), podria detectar
drca definde cadena'pr0x1ma y eJecutar actividades especiales “de cierre”
que de otra manera no ejecutaria.
leerll\(l)c;scgereiin;e.rno.s a le:l técnica de observar los simbolos siguientes sin
rincipio de preandlisis. Su aplicaci6 j ifi

i : cacion se ejemplific 1

estructura del ciclo while d . iy
el segmento de program, i

: a de la figura 2.24. E
esencia, este segmento observa el sigui i o Dot

: siguiente simbolo y emplea la inf i6
obtenida para decidirsipr i gy Wi

ocesa 0 no el simbolo dentro de 1 i
oy i ) odelaestructura while.
pciones del enunciado case, la rutina fi i

t na finalmente decide si
consum ’ bl
¥ bl :] :ecll sxdmbolo Yy seprepara para procesar otro. Asi, la variable simbolo
ad un area de almacenamiento temporal, o buffer, para el simbo-

lenguajes independientes del contex-
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leer(simbolo);
while (simbolo no es la marca de fin de cadena)
case simbolo of
x: insertar (y) y leer (simbolo)
y : salir a la rutina de error
z: insertar (#) y leer (simbolo)
end case
end while

Flgura2.24  Ciclo while tipico

| siguiente. Para tomar una decision, se puede considerar un simbolo alli
almacenado, sin que tenga que consumirse (o leerse oficialmente) hasta
fomar la decision de procesarlo. De modo§ especifico, esta rutina no
consumiré la marca de fin de cadena sino que permanecera en el buffer
{ras terminar la estructura while, donde estara disponible como entrada
para la siguiente rutina. Después de todo, en un compilador real es
posible quela marca de fin de cadena sea el primer simbolo de la siguiente
gstructura que haya que analizar.

Vemos entonces que la aplicacion del principio de preandlisis es una
técnica de programacién comin. Estamos a punto de ver también que al
aplicar este principio durante la conversion de autématas de pila a segmen-
tos de programa podemos construir programas quesuperen elnodeterminismo
de algunos autématas de pila. Por lo tanto, la teoria de automatas de pila
proporciona la base para construir rutinas de andlisis sintactico destinadas a
una amplia gama de lenguajes independientes del contexto. Como logra esto
es el tema de las dos secciones siguientes.

Ejercicios ; |

Sy "1 i 38

1. Aplique el teorema 2.5 para demostrar que el lenguaje {x"y"x™y"x™y": m, n
€ N'} no es independiente del contexto. S

2. Proporcione ejemplos de los siguientes lenguajes:
a. Un lenguaje que no es independiente del contexto.
b. Un lenguaje independiente del contexto pero no determinista.
c. Unlenguaje que esindependientedel contexto determinista pero que no
~ esaceptado por un autémata de pila determinista que tiene que vaciar
su pila.
d. Un lenguaje que es aceptado por un automata de pila determinista que
tiene que vaciar su pila pero que no es un lenguaje regular.

113
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3. Dibuje la porc‘ién pertinente de un diagrama de transiciones para un
auttrémata de pila dgterminista que pasard del estado p al 4 leyendo una x
extrayendo una y e insertando una z, si la cima de la pila contiene una y, c;

pasara al est?do q leyendo una ¥, sin extraer nada e insertando una z si la
cima de la pila no contiene una y.

4. Identifique las situaciones que darian origen a incertidumbres en la ejecu-

cion de un autémata de pila que contuvi gLy
uviera | :
y @, %A 1, w). q as transiciones (p, A, y; g, z)

24 ANALIZADORES SINTACTICOS LL(k)

::5’3;; Ses; iﬂ tr;luiimento de considerar c6mo pueden desarrollarse las rutinas de
ctico a partir de los autématas de pila. Tradici
- Tradicionalmente, este
problema surge cuando se describe un 1 j i ;

: . enguaje en funcién de reglas de
:getslcn tura grama tlcales: Después de ello, se desarrollan las rutinas de fnélisis
hm actico para el lenguaje empleando la teoria de los autématas de pila como

erramienta de desarrollo. Este ser4 el contexto para nuestro andlisis

Proceso de andlisis sintactico LL

é):a .tlecmca para traducir graméticas independientes del contextoa autématas
pila es seguir el proceso descrito en la demostracion del teorema 2.2.Esta
:::I.sct;::;mon tproc?l;ce ;n autémata de pila que analiza su cadena de entrada
o antes el fondo de la pila e insertando en la pi i inici
do pila el simbolo inicial de
la gramatica. Luego repite los tres pasos siguientes, segiin resulte aplicable.

1 fl lacima ile la pilal contiene un no terminal de la gramdtica, reempla-
€ ese no terminal de acuerdo con una de la : i

P s reglas de reescritura
Sila lc1ma de la pila contiene un terminal, eliminelo de la pilaalavez
que ee.de la ent’rada el mismo terminal. Si el simbolo en la entrada
no equn{ale al simbolo de la pila, se declara que la entrada es un
cadena ilegal. i
3. Siapareceen lasuperficiedela pilalamarca de fondo de pila, eliminela

y declare queesaceptablel i6
fattiol H?Omento. P aporciondela cadenadeentrada procesada

progeg?erge que ((ejste proceso analiza la sintaxis de la cadena de entrada
uciendo una derivacion por la izqui
prod quierda conforme lee la cadena d
izquierda a derecha. Por consigui .
: 1gulente, actuara de la misma
manera un seg-
men i
e r:g ;1; prggrama que se obtenga traduciendo directamente el aut(‘)mataga
S os de programa. Lo§ analizadores sintdcticos desarrollados de esta
Seconocen como analizadores sinticticos LL. La primera Ldenota que
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ol analizador lee su entrada de izquierda a derecha (Left to right, en inglés); la
segunda L indica que el objetivo del analizador sintéctico es producir una
derivacion por la izquierda (Leftmost derivation, en inglés).

La figura 2.25b muestra undiagrama de transiciones construido a partirde
la gramatica de la figura 2.25a usando el proceso descrito en la demostracion
(el teorema 2.2 (se trata de la gramética independiente del contexto que vimos
on la figura 2.7, la cual genera cadenas de la forma x"y" para enteros no
negativos n). Para producir una rutina de analisis sintdctico a partir de esta
gramética, podemos convertir las transiciones de la méquina directamente a
enunciados de programa, obteniendo asi la rutina de la figura 2.26, donde
hemos empleado la estructura while tradicional para simular las actividades
disponibles para la maquina cuando se encuentra en el estado g (mientras el
simbolo en la cima de la pila no sea la marca de fondo de pila, la maquina
permanecera en el estado g).

Obviamente, el segmento de la figura 2.26 no es un producto terminado. En
primer lugar, no hemos considerado los errores ocasionados por entradas
invélidas. Por ejemplo, siaparece una x en la superficie de la pila durante el ciclo
while, nuestra rutina supone que el siguiente simbolo de la entrada es una x y
ejecuta la instruccién “leer una x de la cadena de entrada”. En realidad, el
siguiente simbolo puede ser distinto de x, por lo que nuestra rutina debe tomar
en cuenta esta posibilidad. Debido a ello debemos ampliar la instruccién “leer
una x de la cadena de entrada” para obtener el par de instrucciones que se
muestra a continuacion:

leer(simbolo);
if simbolo no es x then salir a la rutina de error;

Otro problema de menor magnitud que existe en la rutina de la figura 2.26
es que puede llegar al estado f con una pila vacia sin haber leido todala cadena
de entrada. Por ejemplo, la cadena xyx no existe en el lenguaje descrito por la
gramética original, pero nuestra rutina nunca se percataré de esto. En cambio,
leer4 la entrada hasta xy, donde se detendra suponiendo que la cadena de
entrada es valida. Este problema se puede corregir agregando las instrucciones

leer(simbolo);
if simbolo no es la marca de fin de cadena then salir a la rutina de error

al final de la rutina.

Sin embargo, en la rutina existe un problema que es mds severo que los
anteriores: en algunos casos las 6rdenes presentan opciones sin resolver.
De hecho, si el estado actual es 4 y el simbolo en la cima de la pilaes S, la
rutina ofrece la opci6n de reemplazar la S con xSy o simplemente eliminar
la S dela pila. Este problema es fundamentalmente distinto de los temas ya
mencionados, ya que implica la seleccién de instrucciones en vez de una
mera clarificacion o refinamiento de los detalles de las instrucciones.
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a. S—xSy
S—\

ANNS

Vo YN

Figura 2.25 Gramadtica independiente del contexto y diagrama de

transiciones asociado para un autémata de pila

Estado: =1y;
insertar (#);
Estado : = p;
insertar (S);
Estado:=gq;
while cima-de-la-pila # # do
cage cima-de-la-pila of
- extraer (S) e insertar (xSy), o e :
X. extraer (x), leer una x(de jlg entr).;tcriz;er 3

Y. extraer (y), leer una y de la entrada:
end case ' '

end while;
extraer (#);
Estado:= f

F' “ ”
igura 2.26 Segmento de “programa” obtenido al traducir a enunciados

el diagrama de la figura 2.25

Aplicacién del principio de preanélisis

Por f ini
umizgrrlt;:ai el- no Qetermmlsmo de nuestra rutina se puede resolver
el principio de preanilisis presentado en la secci6n anterior. Si

Estado:=1v;
insertar (#);
Estado : = p;
insertar (S);
Estado :=¢q;
leer (Simbolo);
while cima-de-la-pila # # do
case cima-de-la-pila of
S: if Simbolo # x then extraer (S)
else extraer (S), insertar (xSy);
x: if Simbolo no es x then salir a la rutina de error
else extraer (x), leer (Simbolo);
y: if Simbolo no es y then salir a la rutina de error
else extraer (y), leer (Simbolo);

end case
end while; ' -
extraer (#)
if Simbolo no es la marca de fin de cadena then salir a la rutina de error;
Estado:=f

Figura 2.27 Rutina de andlisis sintactico basada en la gramética de la figura 2.25

encontramos una x al observar el siguiente simbolo de la entrada, enton-
ces debemos reemplazar la S por la cadena xSy; de lo contrario, debemos
sustituirla por la cadena vacia. (Si insertamos xSy en la pila sabiendo que
¢l siguiente simbolo de la entrada no es una x, estamos condenados al
fracaso. Una vez que insertamos un simbolo terminal en la pila, para
poder extraerlo debe ser igual a un simbolo de la entrada. Si colocamos
xSy en la pila cuando observamos en la entrada un simbolo distinto de x,
¢l simbolo de la entrada no sera igual a la x en la cima de la pila, y nunca
podriamos vaciar la pila y pasar al estado de aceptacion.)

Con base en lo anterior, podemos convertir el diagrama no determinista de la
figura 2.25 en el segmento de programa determinista que se muestra en la figura
2.27. Aqui hemos utilizado la variable Simbolo como un almacenamiento tempo-
ral para el siguiente simbolo de la entrada. A partir de este almacenamiento
temporal es posibleinterrogar cudl es el simbolo cada vez quese tengan que tomar
decisiones, perosin procesarlo antes de que seanecesario. Sobre todo, observeque
la rutina no consume la marca de fin de cadena, aunque la detecte; permanece en

el almacenamiento temporal, donde puede usarse como el primer simbolo de la

siguiente estructura que seré analizada por el sistema de analisis sintactico.

El problema que surge en el ejemplo anterior es un fendmeno cominenlos
analizadores sintacticos LL, pues se origina cuando la gramatica propone mas
de una forma de reescribir el mismo no terminal. Estas opciones miiltiples son
esenciales para las gramaticas que deben generar lenguajes que contienen mas
de una cadena (una gramética independiente del contexto que s6lo ofrece una
manera de reescribir cada no terminal s6lo puede generar una cadena). Por
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S—xSz
S—xyTyz
T—\

Figura 2.28 Gramética independiente del contexto que requiere
una analizador sintactico LL(2)

esto, la actividad basica de los analizadores sinticticos LL es predecir cual de

las distintas reglas de reescritura es la que debe usarse para procesar los
simbolos de entrada restantes. Por consiguiente, a estos analizadores se les
llama analizadores sinticticos predictivos.

Si se aplica el principio de preanalisis, pueden resolverse muchas de las
incertidumbres que se presentan en los analizadores sinticticos predictivos. Sin
embargo, incluso en aquellos casos donde el principio de preanilisis es la técnica
indicada, es posible que su aplicacién no sea tan directa como en nuestro ejemplo.
Sifuéramos a construir unanalizador sintécticoa partirdelagramaticadela figura
2.28, encontrariamos que la decisién con respecto a la reescritura de S no puede
resolverse con s6lo observar el siguiente simbolo de entrada (el conocimiento de
queel siguiente simbolo es x no nos indica que debemos aplicar S — xSy envezde
$ = xyTyz). En cambio, la decision depende de los dos simbolos siguientes.
Entonces, para desarrollar una rutina determinista de analisis sintdctico debemos
contar con espacio de almacenamiento temporal para dos simbolos de entrada.

Como resultado, existe una jerarquia de analizadores sinticticos LL cuya
caracteristica distintiva es el niimero de simbolos de entrada que comprende
susistemade preanalisis. Estos analizadores sellaman analizadores sinticticos
LL(k), donde k es un entero que indica el niimero de simbolos preanalizados
por el analizador sintactico. El ejemplo de la figura 2.27 es un analizador
sintdctico LL(1), mientras que un analizador sintictico basado en la gramatica
de la figura 2.28 seria un analizador sintictico LL(2).

Usted quiza piense (correctamente) que la carga de predicciones que se
coloca sobre los analizadores sinticticos LL(k) restringe a fin de cuentas, los
lenguajes que pueden analizarse. En efecto, existen lenguajes dentro de
los limites de los analizadores sintacticos de pila que no puede reconocer
ningtin analizador sintictico LL(k), sin importar la magnitud de k. Un
ejemplo es el lenguaje (x: n € N} U {x"y": n € N}, que ya sabemos es
determinista independiente del contexto. Por intuici6n, cualquier grama-
tica independiente del contexto que genere este lenguaje debe permitir que
sereescriba unno terminal con una cadena que contiene 610 x o una cadena

que contiene una combinaci6n equilibrada de x Yy y- Esto quiere decir que
existirdn por lo menos dos reglas para reescribir este no terminal. A su vez,
cualquier analizador sintictico LL(k) se enfrentara al problema de decidir cual
de estas reglas ser la que se aplique cuando surja el no terminal en la
superficie de la pila. Por desgracia, independientemente de la magnitud de
k, existen cadenas en el lenguaje en las cuales no es posible detectar la
existencia de o la ausencia de y posteriores sin antes observar mds de k x de
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preandlisis. Entonces, cualquier analizadf)r sinté‘ctico‘ LL(k) selié incapaz de
manejar las decisiones necesarias para anahzar la.smtaxxs d(? este (ejanlgua]e.texto
La existencia de un lenguaje determinista 1r3de’per.1d1ente el con

que no puede ser analizado por un analizador sintactico LLEk) su%lere qtl:':
pueden existir analizadores sintdcticos be'lsados en.la teoria de egs taiuoS

matas de pila mas poderosos que estos ana.llzadores s.mtéctlcos %r ; 1ct v ai
hip6tesis que nos conduce a la sig}nente secc16ﬂn. No o sl an Eé *
incrementar el poder aumenta también la complejidad, por lo q i
sencillez de los analizadores sintacticos LL(k) ha_ce de ellos ur.\g op s
popular cuando son capaces de manejar el lenguaje que se consi der::mos
ahora, dejamos a un lado nuestra bt’{squeda dg pcztepaa chc’:n51ti ](;zando
c6mo pueden simplificarse los analizadores sintdcticos LL(k) u

tablas de andlisis sintactico.

Tablas de anélisis sintactico LL ;

Una tabla de anilisis sintictico para un analizador sintictico L..L(l) esd ur;a
matriz bidimensional. Las filas se etiquetan con los‘ no terminales de la
gramatica sobre la cual se basa el analizador sintactico. Las cpl.umr;a;s Dsg
etiquetan con los terminales de la gramatica méds una columna adncnglna' o
(que representa la marca de fin de cadena). El elgmento (m,n)de lal ta la mcle *
la accién que debe seguirse cuando el no termlpal m aparece en la cm;a ol
pila y el simbolo de preanilisis es 7. Si en esta situacion debiera r}(\eer‘;\plaz s
el no terminal m siguiendo una regla de reescritura, e} lado dgrec od eda.\ rec%or
apareceria en la posicion (m, n). Delo contrario, la casillacontiene ur(\j in lc:l '
de error. Por ejemplo, en la ﬁgl;ra 2.23 ;e presenta una tabla de anali
i i la gramética de la figura 2.5. 3

Sm%c:ac\(r)ezzr:e seghra construidola ta%la de an'élifsis sin.téctico, la tarea dc:) esctzlrl\)tnr
unsegmentode programa queefecttie el analisis smté?hco del lengua']leesl as bol':
sencilla. Lo tinico que tiene que hacer el segmento es insertar en lapilae sim o
inicial de la gramatica y luego, mientras no se vacie la pila, igualar lo§ termll nad 1la
de la cima de la pila con los de la entrada o reemplazar los no .ter{mr’ta es ; !
cima de la pila siguiendo las directrices de la tab}a de ané_hsns s.mtafilclo. 0e
ejemplo, la rutina de la figura 2.30 es un analizador sintactico LL(1) qu

utiliza la tabla de la figura 2.29.

a b iz FDC

S error error zZMNz error

/\f m aMa error z error
N error bNb z error

Figura 2.29 Tabla de andlisis sintactico LL(1) para la gramatica de la figura 2.5
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insertar (S);
leer (Simbolo);
while pila no esta vacia do
case cima-de-la-pila of
terminal: if cima-de-la-pila = Simbolo
then extraer de la pilay leer (Simbolo)
else salir a la rutina de error;
no terminal: if tabla [cima-de-la-pila, Simbolo]  error
then reemplazar cima-de-la-pila por tabla
[cima-de-la-pila, Simbolo]
else salir a la rutina de error:
end case
end while

if Simbolo no es la marca de fin de cadena then salir a la rutina de error

Figura 2.30 Rutina genérica de analisis sintactico LL(1)
X y FDC
MR Rl B .
Figura 2.31 Tabla de analisis sintactico LL(1) para la gramatica de la

figura 2.7

Otra ventaja de utilizar tablas de anlisis sintictico es que permiten
normalizar el algoritmo de anilisis. Cualquier analizador sintactico LL(1)
puedeemplearel mismoalgoritmo; si se desea obtener un analizador sintactico
para otro lenguaje, basta con sustituir la tabla de analisis sintdctico por una
nueva. Para subrayar este punto, concluimos observando que la combinaci6n
del segmento de programa de la figura 2.30 con la tabla de analisis sintactico

de la figura 2.31 produce un analizador sintictico para el lenguaje generado
por la gramética de la figura 2.7.

Ejercicios

1. Reescriba el segmento de programa de la figura 2.30 utilizando una
estructura repeat - until en vez de una estructura while.

2. Traduzca el diagrama de transiciones que se muestra a continua-
cion directamente a un segmento de programa que analice el
lenguaje en cuestién. ;Cusles son las incertidumbres que deben
resolverse para obtener una rutina determinista?

ANALIZADORES SINTACTICOS LA(K)

A\ S; xSz

3. Disefie una tabla de analisis sintictico LL(1) para la gramética siguiente.

S — xSz
S—ySz
S—oA

4. ;Cudntos simbolos de preanalisis requeriria un analizador sintéctico LL

al analizar la sintaxis de cadenas basadas en la g.ramética siguiente? |
Disefie una tabla de anilisis sintdctico correspondiente.

S — xSy
S—oxy

2.5 ANALIZADORES SINTACTICOS LR(k)

En la seccién anterior mencionamos que la naturaleza pr.edichva de los
analizadores sinticticos LL(k) restringe la clase de lenguajes que pued(ein
manejar estos analizadores. En esta seccién presentamos una clase de
analizadores sintacticos que evitan muchos de los problemas relacnonfadc:ls con
sus hom6logos predictivos. Estos analizadorgs se conocen como analiza c.)r;:ts
sintdcticos LR(k), ya que leen su entrada de.lqufxerda a derecha (Left to Iglg h;
en inglés) mientras construyen una derivacion por la derecl:\a ( tgd
derivation, eninglés) de sus cadenas de entrada utilizando un sistema de
preandlisis que comprende k simbolos.

Proceso de anélisis sintactico LR

En términos generales, un analizador sintictico LR trar!sfiere s?mbolos de su
entradaala pilahasta quelos simbolos superiores de la pila sean iguales al lado

121
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derecho de alguna regla de reescritura de la gramatica en que se basa el
analizador. Al llegar a este punto, el analizador sintictico puede reemplazar
estos simbolos con el no terminal que se encuentra en el lado izquierdo de la
regla de reescritura antes de transferir otros simbolos de la entrada a la pila. De
esta manera, la pila acumula cadenas de terminales y no terminales, que a su

vez son reemplazadas por no terminales “mds altos” de la gramatica. Por |

ultimo, todo el contenido de la pila se reduce al simbolo inicial dela gramatica,
indicando que los simbolos leidos hasta ese punto forman una cadena que
puede derivarse con la gramatica.

Con base en este esquema general, los analizadores sintacticos LR(k) se
clasifican como analizadores sinticticos ascendentes, ya que sus actividades
corresponden a la construccién de ocurrencias de no terminales a partir de sus
componentes, hasta generar el simbolo inicial de la gramatica. En compara-
cién, losanalizadores sintacticos LL(k) se conocen como analizadores sinticticos
descendentes pues comienzan con el simboloinicial enla pilay repetidamente
dividen los no terminales de la pila en sus componentes, hasta generar una
cadena de simbolos equivalente a la cadena de entrada.

Demos marcha atrds por un momento y desarrollemos los detalles especi-
ficos de los analizadores sintécticos LR(k). Recuerde que un analizador LL(k)
se basa en un autémata de pila construido a partir de una gramatica indepen-
diente del contexto; esta construccion se basa en el proceso descrito en la
demostracion del teorema 2.2. De manera similar, un analizador sintactico
LR(k) se basa en un autémata de pila construido a partir de una gramatica

independiente del contexto, con la excepcion de que el autémata se construye

de la manera descrita en los cinco pasos siguientes.

1. Establezca cuatro estados: uno inicial llamado i, un estado de acepta-
cion llamado f y otros dos estados llamados p y 4.

2. Introduzcalastransiciones (1,A,A;p, #)y (g,A, #;f,A),donde suponemos
que # es un simbolo que no se presenta en esta gramitica.

3. Paracadasimbolo terminal x en la gramatica, introduzca la transicion
(, x, A; p, x). Estas transiciones permiten que el autémata transfiera

ala pilalos simbolos de entrada mientras se encuentra en el estadop.

La ejecucion de esta transicion se llama operacién de desplazamien-
to ya que su efecto es desplazar un simbolo de la cadena de entrada
a la pila.

4. Paracadaregladereescritura N — w(dondew representa una cadena
de uno o maés simbolos) que exista en la gramatica, introduzca la
transicion (p, A, w; p, N). (Aqui permitimos que una transicién elimine
mas de un simbolo de la pila. Para ser més precisos, la transicion (p,
1, xy;p, z) es unaforma abreviada de transicion (p, A, y;p,) seguida por
(A x;p, z), dondep, es un estado al que no puedellegar ninguna otra
transicion. Asi, para ejecutar la transicion (p, A, xy; p, z), un autémata
debe tener una y en la cima de la pila con una x inmediatamente
debajo). La presencia de estas transiciones significa que si los simbo-
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los de la porci6n superior de la pila concuerdan con los del lado
derecho de la regla de reescritura, entonces es posible reemplazar
esos simbolos con el no terminal de la parte izquierda de esa regla.
La ejecucion de esta transicion se llama operacién de reduccion ya
que su efecto es reducir el contenido de la pila a una forma mas
simple.

5. Introduzca la transicion (p, A, S; g, ), donde S es el simbolo inicial de la
gramatica. La presencia de esta transicion significa que si se han reduci-
doa S los simbolosde la pila, el autémata puede pasar al estadoqala vez
que extrae S de la pila.

Como ejemplo de esta construccion, considere el diagrama dela figura
2.32, el cual se construy6 a partir de la gramética de la figura 2.5. Un
automata de pila basado en este diagrama de transiciones analizaria la

. cadena zazabzbz tal como se muestra en el resumen de la figura 2.33.

Comenzaria por marcar el fondo de la pila con el simbolo # y pasar al
estado p, teniendo la cadena zazabzbz en la entrada, como lo mdllca la
primera fila de la figura. A partir de esta configuracion, el at..ltf),mata
desplazaria la primera z de la entrada a la pila a través de la transicion {p,
z,A\; p, z), para llegar a la configuracion que se presenta en la seguqda fila
de la figura 2.33. En esta etapa, el automata tendria la opcion de ejecutar
(p\ z; p, M), (p, A, z; p, N) o (p, a, A, p, a). (Este automata es no
determinista.) En nuestro ejemplo, las primeras dos opciones representan
decisiones incorrectas; deben tomarse si hay que analizar la z en la cima
de la pila como un refinamiento del no terminal M o N, respectivamente.
L.a tercera opci6n es la correcta en nuestro caso, pues hay que leer mds de
la cadena antes de ejecutar la operacion de reduccion.

Figura 2.32 Otro diagrama de transiciones para un autémata de pila basado
en la gramatica de la figura 2.5
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Estado Contenido Resto
actual de la pila de la entrada
1 P # Zazabzbz
2 p #z azabzbz
3 p #za zabzbz
4 p #zaz abzbz
i 5 P #zaM abzbz
g 6 p #zaMa bzbz
o 7 p #zM bzbz
-f,:, 8 p #zMb zbz
o 9
= p #zMbz bz
g 10 p #zMbN bz
2 11 P #zMbNb Z
12 p #zMN z
13 P #zMNz
14 P #S
15 q #
16 i vacio

Figura 2.33 Andlisis completo de la cadena zazabzbz efectuado por
el autémata de la figura 2.32

Puesto que el objetivo es mostrar c6mo puede aceptar el autéma
zazz_zbzbz: §eguimos esta ultima opcién. De hgcho, el aug’)mata debe cotr?t:ra\s?:::;:
la ejecucion de operaciones de desplazamiento hasta quellegueala configuracion
representada por la cuarta fila de la figura 2.33. En esta etapa, la accion correcta es
ejecutar la transicion (p, A, z; p, M), reconociendo quela z en la cima de la pila se
den‘va de una ocurrencia del no terminal M. Después de esta transicion, el
automata dgbe ejecutar la operacién de desplazamiento (p, a, A; p,a)y llegar ; la
configuracion representada por la fila seis de nuestra figura. Aqui el autémata
reconoce los simbolos aMa como una cadena que puede derivarse del no
terminal M, y por lo tanto reduce su pila por medio de la transicién (. A, aMa;
M) antes (Ele proseguir con otras operaciones de desplazamiento. i 5

Contmuapdo asi, el autbmata finalmente desplazari la tltima z de su
entrada a la pila (fila13 de la Fig. 2.33); reconocera que el contenido de la pila
zMNz, es una cadena que se puede derivar del simbolo de inicio S, reducira SI.;
pila por.medlo dela transicion (p, A, zMNz; p, S) (fila 14); y por fin extraera el
no t‘ermmal S al pasar al estado g (fila 15). A partir de aqui, la maquina extrae
el simbolo # de la pila y pasa al estado de aceptacion f. '

: C_omo un asunto secundario, ahora podemos justificar la R del
término analizador sintactico LR(k), la cual, segtin dijimos, indica que en
estos analizadores del anilisis de las entradas se lleva a'cabo co(rllstru-
yendo derivaciones por la derecha. Recuerde que una derivacion es una
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secuencia de reglas de reescritura que transforma el simbolo inicial en
la cadena derivada. Sin embargo, el proceso ascendente, cuyo resumen
s¢ presenta en la figura 2.33, lo hace a la inversa: genera el simbolo
Inicial a partir de la cadena derivada. Por consiguiente, la derivacién
Implicada aparece en orden inverso. Para encontrarla, leemos en forma
ascendente la columna “contenido de la pila” de la figura 2.33 a la vez
(ue registramos las reglas de reescritura que aplic6 el automata. En
nuestro ejemplo, esto revela la derivacion

S = zMNz = zMbNbz = zMbzbz= zaMabzbz = zazabzbz

la cual, como se dijo, es una derivacién por la derecha.

Implantacién de analizadores sintacticos LR(k)

Se presentan dos problemas principales al tratar de convertir los autématas de
pila, como el que se muestra en la figura 2.32, a un formato de programa mas
tradicional. El primero tiene que ver con el no determinismo, de manera similar
a lo que sucede con los analizadores sintécticos LL: si se presenta una opcion,
Jcomo saber si debemos desplazar o reducir? Ademés, sinuestra opcion es reducir,
puede existir mas de una reduccién posible (si z estd en la cima de la pila,
Jreducimos con (p, A, z; p, M) o con (p, A, z; p, N)? Como podra suponer, estos
asuntos se resuelven con la aplicacion del principio de preandlisis.

El segundo problema tiene que ver con los aspectos técnicos de la interro-
gacion dela pila. Por ejemplo, antes de que podamos decidir si ejecutamos la
transicion (p, A, aMa; p, M), debemos ser capaces de deducir que los tres
simbolos superiores de la pila son a, M y a. Sin embargo, en un momento
determinado sélo estad disponible para observacion el simbolo que se
encuentra en la cima de la pila. Este parece ser un problema que puede
solucionarse siimplantamos la pila como una estructura hibrida que permi-
ta observar los simbolos ubicados debajo de la cima de la pila, pero esta
modificacién soslaya el problema real: la necesidad de realizar bisquedas
repetidas en la pila. De hecho, parece que cualquier implantacion de una
rutina de anilisis sintdctico LR incluirfa un importante componente de
reconocimiento de patrones para comparar el contenido de la pila con los
lados derechos de las reglas de reescritura.

Quizas el resultado més fascinante en el campo de la construccion de
compiladores resida en que este problema de interrogaci6n de la pila se
pueda resolver sin necesidad de llevar a cabo costosas busquedas o
siquiera recurrir a estructuras hibridas para la pila. De hecho, en el caso
de los lenguajes deterministas independientes del contexto, puede inte-
grarse en una sola tabla de analisis sintdctico toda la informacion necesa-
ria para resolver este problema de interrogacion de la pila, asi como el
problema de eleccién de opciones.
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En la figura 2.34 se muestra el ejemplo de una tabla para un
analizador sintdctico LR(1) basado en la gramética de la figura 2.5. Las
columnas de esta tabla estdn rotuladas con los simbolos de la grama-
tica (incluyendo tanto terminales como no terminales) junto con una
marca de fin de cadena (representada por FDC). Las filas se etiquetan
con nimeros que representan simbolos (componentes léxicos) es-
peciales (veremos que estos simbolos especiales se utilizan para
representar patrones que pueden aparecer en la pila).

Para describir los elementos de la tabla, consideremos el proceso
donde se usa la tabla. El andlisis sintdctico de cualquier cadena comienza
asignando el valor uno a una variable de simbolo especial e insertando
este valor en la pila vacia. (Desde este momento, a la insercién de un
simbolo terminal o no terminal en la pila le seguira la insercion sobre él
valor actual de la variable de simbolo especial. Esto quiere decir que
el contenido dela pilaalternara entre simbolos terminales o no terminales
y simbolos especiales, donde cada uno de estos tltimos representa el
patron de lo que yace debajo de él. Por lo tanto, podemos investi-

a b z FDC S M
1 desplazar 2 14
2 | desplazar3 desplazar 7
3 desplazar 3 desplazar 7
4 desplazar 5 | desplazar 9
5 desplazar5 | desplazar9 10
6 desplazar 11
7 M-z M-z M-z
8 | desplazar 12
9 Nz N>z
10 desplazar 13
11 S - zMNz
12 M—aMa | M- aMa M — aMa
13 N — bNb N — bNb
14 aceptar

Figura 2.34 Tabla de analisis sintactico LR(1) basada en la gramatica de
la figura 2.5
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gar la estructura interna de la pila observando el simbolo especial de la
cima.)

Una vez que el simbolo especial se ha establecido y se ha almacenado en
la pila, hacemos referencia a la tabla de andlisis sintactico. La fila que nos
interesa estd determinada por el simbolo especial actual y la columna por
el simbolo de preanilisis. Los casos més sencillos se presentan cuando la
casilla correspondiente de la tabla esta vacia o contiene la palabra aceptar.
En el primer caso se considera que la cadena es invélida y que debe
ejecutarse la rutina de error adecuada. En el segundo caso se indica que la
cadena leida de la entrada es aceptable y que el proceso de andlisis
sintdctico debe concluir.

Otra posibilidad es que la casilla de la tabla contenga desplazar, lo cual
indica que debe ejecutarse la operacién de desplazamiento. En este caso el

'siguiente simbolo debe leerse (el simbolo de preanilisis) de la entrada y

colocarse en la pila; a la variable de simbolo especial se le debe asignar el
valor que existe en la casilla de la tabla junto con la operacién de desplaza-
miento y este nuevo valor de simbolo especial debe insertarse en la pila; por
tltimo, debe actualizarse el simbolo de preanilisis.

La tdltima posibilidad es que la entrada de la tabla contenga una regla
dereescrituradela gramatica, lo cual indica que se trata una operacién de
reduccion. El proceso que aqui se requiere implica la sustitucion de una
cadena de simbolos de la pila (el lado derecho de la regla de reescritura)
con un solo no terminal (el lado izquierdo de la regla). Sin embargo, se
requiere un poco mds de detalle para manejar los valores de los simbolos
especiales que también se encuentran almacenados en la pila. En
primer lugar hay que eliminar dos simbolos de la pila por cada simbolo
del lado derecho de la regla de reescritura. Esto elimina cada uno de
los simbolos del lado derecho de la regla, asi como el valor de simbolo

- especial que se encuentra almacenado encima del simbolo. En este

punto, la cima de la pila contendra el valor del simbolo especial que se
colocé después de crear la porcion inferior (la que queda) de la pila.
Hay que recordar este valor como “simbolo especial temporal” e
Insertar encima el no terminal del lado izquierdo de la regla de
reescritura. Luego, este no terminal se emplea para identificar una
columna de la tabla de anilisis sintactico, a la vez que el simbolo
especial temporal determina una fila. El valor que se encuentra en este
lugar en la tabla de anilisis sintdctico debe asignarse a la variable de
simbolo especial y ademés debe insertarse en la pila.

Asi, al emplear una tabla de andlisis sintdctico, el analizador LR sencilla-
mente hace referencia de manera ciclica a la tabla hasta encontrar una entrada
en blanco odeaceptacion. Enlafigura 2.35 se presenta un algoritmo de andlisis
sintdctico LR(1) que utiliza la tabla de la figura 2.34. La figura 2.36 resume las
actividades del analizador durante el procesamiento de la cadena zazabzbz.
Observe que esta figura es esencialmente igual que la figura 2.33, excepto por
los valores adicionales de simbolos especiales en la pila.
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Simbolo Especial := 1;
insertar (Simbolo Especial);
leer (Simbolo);
Valor Tabla := Tabla [Simbolo Especial, Simbolo];
while Valor Tabla no es “aceptar’ do
if Valor Tabla es un desplazamiento
then begin
insertar (Simbolo); Simbolo Especial := Valor Tabla. Estado;
insertar (Simbolo Especial); leer (Simbolo)
end
else if Valor Tabla es una reduccion
then begin
extraer (lado derecho de Valor Tabla.ReglaReescritura);
Simbolo Especial := cima-de-la-pila; (* Esto no es una
extraccion *)
insertar (lado izquierdo de Valor Tabla.ReglaReescritura);
Simbolo Especial := Tabla [Simbolo Especial
lado izquierdo de Valor Tabla.ReglaReescritural];
insertar (Simbolo Especial)
end
else if Valor Tabla esta en blanco then salir a la rutina de error;
Valor Tabla := Tabla [Simbolo Especial, Simbolo];
end while;
if Simbolo no es FDC then salir a la rutina de error;
vaciar pila

Figura 2.35 Algoritmo de analisis sintactico LR(1)

Tablas de anAlisis sintdctico LR

Aunquela construccién de una tabla de analisis sintdctico LR corresponde mas
a la construccion de compiladores que a la teoria de los lenguajes formales, no
debemos ignorar por completo este tema. De hecho, la construccién de estas
tablas es una importante aplicacion de la teoria de autématas finitos. La tabla
de unanalizador sintactico LR(1) se basa en la existencia de un autémata finito
que acepta exactamente las cadenas de simbolos de la gramatica (terminales y
no terminales) que conducen a operaciones de reduccién. Aqui presentamos
un breve ejemplo de esto; en el apéndice A se ofrecen mayores detalles.

El diagrama de la figura 2.37 es el diagrama de transiciones del autémata
finito a partir del cual se construyé la tabla de analisis sintéctico de la figura
2.34. Observe que acepta cadenas como zaMa, zMbNb y zMNz, las cuales,
cuando se encuentran en la pila del analizador, deben reducirse a zM, zZMN
y S, respectivamente. En términos de este diagrama, el objetivodel analizador
sintdctico LR es llegar al estado 14 recorriendo el arco con etiqueta S.

Resto de la
Contenido de la pila entrada
vacla zazabzbz
©) zazabzbz
®z®@ azabzbz
Dz@a® j zabzbz
Dz@a®z@® abzbz
Dz@a@®M® abzbz
Dz@a@M®a® bzbz
DzOM® bzbz
DzQM®b B zbz
Dz@QM@®bB®zO bz
@z@M@®b® N O bz
Dz@M@b®N @b B
Dz@QM®DNEG
DzE@MaNE®:zO
@s
vacla

Figura 2.36 Analisis sintactico de la cadena zazabzbz con el algoritmo de la
figura 2.35 y la tabla de la figura 2.34

Paralograrlo, ejecuta lo que podria parecer un proceso de prueba y error dopde
el analizador sigue repetidamente una ruta hacia un estado de aceptacion,
retrocede a un estado anterior siguiendo la misma ruta en sentido inversoy a
partir de alli se encamina hacia una nueva direccion. : .

No obstante, este proceso no es de prueba y error, sino una secuencia
bien definida de eventos guiados por los simbolos que se detectan en la
cadena analizada. La idea es comenzar el proceso de analisis sintactico
siguiendo la ruta determinada por la cadena de entrada hasta encontrar
un estado de aceptacion. Al llegar a este punto, la ruta recorn_da por el
autoémata finito corresponde al patron de simbolos que el analizador ha
desplazado a la pila. Entonces, el proceso de anélisis retrocede por esta
ruta recorriendo los simbolos que deben eliminarse dela pila del anahza.dor
durante la operacion de reduccion. A partir de este punto, el analiza-
dor sintactico recorre el arco del diagrama de transiciones del automata
finito que tenga etiqueta equivalente al no terminal colocado enla pila por
la operacién de reduccién correspondiente. Asi, una vez que se hE.l com-
pletado la operaci6én de reduccion, los simbolos en la pila del analizador
corresponderdn una vez mds a los simbolos de la ruta que recorre el
autémata finito.

Para ver como funciona este proceso, consideremos de nuevo la tarea de
andlisis sintictico de la cadena zazabzpz. Conforme el analizador lee los
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z

(Ll

Figura 2.37

Autémata finito a partir del cual se construyé la tabla
de la figura 2.34
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simbolos zaz, el automata finito se mueve por la secuencia de estados 1,2,3 y
7. Al llegar a este punto, se requiere una operacion de reduccién basada en la
regla M — z. Entonces, el autémata retrocede al estado 3 (siguiendo el arco z)
y del estado 3 pasa al estado 8 por el arco con r:tiqueta M. Al mismo tiempo, el
analizador sintdctico LR extrae la z superior de la pila y la reemplaza con el no
terminal M. Asi, la nueva ruta que recorr¢ el autémata finito (a través de los
estados 1, 2, 3 y 8) corresponde de nuevo al patrén de simbolos en la pila del
analizador. La lectura del siguiente simbolo de la entrada, 4, lleva al automata
finito al estado 12, donde el analizador retrocederd al estado 2 y seguira el arco
con etiqueta M hasta el estado 4. De esta manera, el proceso de andlisis
sintdctico finalmente llegara al estado 11 a través de los arcos z, M, N y z. De
aqui, el proceso de andlisis retrocedera al estado 1 y pasara al estado 14 ya que
la cadena zMNz se reduce al simbolo inicial S.

Tomando en cuenta esta situacion, no es dificil comprender la construc-
cion de un analizador sintactico LR(1). Los valores de los simbolos especia-
les representan los estados del autémata finito. Las casillas de desplaza-
miento de la tabla corresponden a los arcos rotulados con terminales,
mientras que el simbolo especial que se encuentra en esa casilla representa
el estadoal final del arco. Las casillas de reduccién indican queel analizador
ha llegado a un estado de aceptacién en el automata finito, y también
proporcionan la informacién necesaria para realizar el proceso de retro-
cesos. (Observe que el estado de un autémata finito donde debera dete-
nerse el retroceso estd representado por el simbolo especial que aparece
en la cima de la pila después de extraer el lado derecho de la regla de
reescritura.) Las casillas de las columnas etiquetadas con no terminales
permiten al analizador sintéctico establecer una nueva direccién en el
diagrama después del retroceso.

Hay que hacer un comentario final antes de abandonar nuestro trata-
miento de los analizadores sinticticos LR. Para completar un compilador es
necesario combinar un analizador con un generador de c6digo que produzca
instrucciones en el lenguaje objeto que reflejen las estructuras detectadas por
el analizador. Al emplear un analizador sintéctico LR, este enlace entre el
analizador y el generador de c6digo se presenta en relacion con cada
operacion de reduccion. De hecho, es en esta etapa del proceso de anélisis
sintdctico donde se ha reconocido una estructura, por lo que es el momento
indicado para solicitar al generador de c6digo que construya el c6digo para
esaestructura. Enresumen, los cilculos efectuados por el analizador sintictico
y el generador de c6digo siguen el patron basico.

repeat
- analizar la sintaxis hasta ejecutar una reduccion
generar cédigo
until termina el andlisis sintactico



132 CAPITULO2  AUTOMATAS DE PILA Y LENGUAJES INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

Comparacién entre los analizadores sint4cticos LR(k) y LL(k)

Para concluir, debemos confirmar que la coleccién de analizadores sintécticos

LR(k) es mas poderosa que la de los analizadores LL(k). Ya hemos planteado
que ninguin analizador sintdctico LL(k) puede manejar el lenguaje {x": n €N}
U {x"y": n €N}. Sin embargo, en la figura 2.38 se presenta una gramatica para
este lenguaje y su tabla de andlisis sintactico LR(1) correspondiente. Si se
combina esta tabla con el algoritmo de la figura 2.35, se obtiene un analizador
LR(1)que reconoce el lenguaje (esto se logra desplazando las x de la entrada
ala pila hasta alcanzar una y 0 una marca de fin de cadena. En ese momento,
el analizador es capaz de aplicar las reglas de reescritura apropiadas para
analizar correctamente la cadena).

E;xisten, no obstante, lenguajes independientes del contexto que ningdn
analizador sintdctico LR(k) puede reconocer. De hecho, la clase de lenguajes

S X
S-Y
S—-A
X = xX
Y- xYy
Y- xy
X y - FDC S X Y
1 desplazar 2 S—A 9 8 7
2 desplazar 2 desplazar 6 X —>x 3 4
3 X - xX
4 desplazar 5
5 Y - xXy
6 Y > xy
7
8
9 aceptar

Figura2.38  Gramética independiente del contexto y su tabla de analisis
sintactico LR(1) ]
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(Jue pueden ser analizados por los analizadores LR(k) es precisamente la clase
de los lenguajes independientes del contexto deterministas. Aunque no lo
demostraremos, por lo menos debemos sefialar que este limite del poder de los
analizadores LR(k) estd de acuerdo con nuestra intuicion: un analizador
sintdctico LR(k) debe ser determinista y, puesto que su estructura se basa en un
autdmata de pila, debe deducirse que los analizadores sintacticos LR(k) s6lo
pueden analizar aquellos lenguajes que aceptan los automatas de pila
deterministas.

Un ejemplo de lenguaje independiente del contexto que un analizador
sintdctico LR(k) no puede analizar el lenguaje

{x"y" n N} U {x"y": n € N'}

Intuitivamente, el problema aqui es que una vez que se llega a la primera y de
la entrada, el analizador sintactico debe decidir cudl es la regla de reescritura
que debe aplicarse conociendo sélo los siguientes k simbolos de la cadena. Si
n es mayor que k, conocer sélo los siguientes k simbolos no basta para que el
analizador detecte silaentrada contendranyo2ny,y porlo tanto el analizador
es incapaz de seleccionar la regla de reescritura correcta.

Ejercicios

1. Con el proceso alternativo descrito en esta seccién para construir un
autémata de pila a partir de una gramatica independiente del contexto,
construya undiagrama de transiciones para unautématade pila utilizando
la gramitica que se presenta a continuacion.

S > x5z
S —>ySz
S5

2. Identifique la derivaci6én obtenida por el automata de pila construido en el
ejercicio 1 al analizar la cadena yxyzzz.

3. Construya una tabla de anélisis LR(1) para la gramética siguiente (existen
procesos algoritmicos que hacen esto y que no hemos analizado [para
obtener mas informacion consulte el apéndice A], pero esta gramitica es lo
suficientemente sencilla para que pueda desarrollarse una tabla con sélo
saber cOmo se usan las tablas de analisis sintactico LR(1)).

S —» xSy
S—>A
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lenguajes generales

2.6 COMENTARIOS FINALES

Primero debemos aclarar la relacién entre la jerarquia asociada con los
lenguajes independientes del contexto y la clase de lenguajes regulares
presentados en el capitulo anterior. Ya hemos visto que los lenguajes
regulares son independientes del contexto, pero la clasificacién puede ser
mas precisa. Los lenguajes regulares estén propiamente contenidos en la
clase de los lenguajes aceptados por los autématas de pila deterministas
que vacian sus pilas antes de aceptar una cadena. Esto es evidente si se
observa que cualquier lenguaje regular puedeser aceptado por un autéma-
ta finito determinista, que es en esencia un autémata de pila determinista
cuyas transiciones nunca utilizan la pila, y como la pila nunca se emplea,
debe estar vacia cuando se llega a un estaclip de aceptacion. Ademas, la ‘
inclusi6n es propia puesto que el lenguaje {xy": n €N} no es regular pero si
aceptado por un autémata de pila determinista que vacia su pila antes de
aceptar una cadena (Fig. 2.2).

Asi, enla figura 2.39, una ampliacién de la figura 2.23, podemos resumir lo
que hasta ahora ha cubierto nuestro estudio de los lenguajes.

Por ultimo, como primer paso para introducir algunos de los temas
delos capitulos restantes, observe que los lenguajes independientes del
contexto no son cerrados para la interseccion. Por ejemplo, los lenguajes
{(x"y"2™: m, n €N} y {x"y"z": m, n N} son independientes del contexto (el
primero es generado porS - TZ, T A, T —» xTy, Z - A, Z - zZ, y el
segundo es similar), pero su intersecci6n es el lenguaje {x"y"z": m, n eN}, el
cual, como hemos visto, no es independiente del contexto. Al combinar esto
con el hecho de que los lenguajes independientes del contexto son cerrados
para la uni6n finita, y aplicar la leyes de DeMorgan, resulta que los
lenguajes independientes del contexto no son cerrados para la
complementaci6n. Es decir, existen subconjuntos de $* que son indepen-
dientes del contexto pero cuyos complementos en 3* no lo son.

Esto significa que la capacidad de un autémata de pila para aceptar
cadenas de un lenguaje no es simétrica con la capacidad para rechazar
las cadenas que no se encuentran en el lenguaje (la capacidad para
rechazar las cadenas que no estin en el lenguaje equivaldria a la
capacidad para aceptar el complemento del lenguaje). Asi, existe una
importante diferencia entre la capacidad para responder si cuando la
cadena estd en el lenguaje y la capacidad para responder si 0 no
cuando la cadena estd 0 no esté en el lenguaje (en el primer caso, si la
entrada no se halla en el lenguaje, la méquina puede quedar atrapada
en un ciclo y nunca responder. En el segundo caso, la mdaquina debe,
a fin de cuentas, responder de manera correcta sin importar si la
respuesta es si o no). La carencia de simetria serd un factor importan-
te en andlisis subsecuentes.

lenguajes independientes

contexto determinista

\ del contexto
\ lenguajes independientes del

lenguajes aceptados por
autématas de pila deterministas
que vacian sus pilas antes de
aceptar una cadena

lenguajes regulares

Figura 2.39 La jerarquia de los lenguajes que hemos presentado hasta ahora

Problemas de repaso del capitulo

1. Paracadanivel en lajerarquia dela figura2.39, proporc.ione un ejefnplq de
" un lenguaje que exista en ese nivel pero no en el nivel inmediato inferior.

2. Muestre que el lenguaje {x'y’z": s = r + t} es independiente del contexto.

3. Muestre que: N
a. Ellenguaje {x"y m, n €N} es regular.
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b. Ellenguaje {x"y"x": m, n € N*} es independiente del contexto pero no
regular.

c. Ellenguaje {x"y"x™y": m, n € N*} no es independiente del contexto.

- Muestre que el lenguaje del alfabeto {x, y} que consiste en aquellas cadenas
con el mismo nimero dex y y es independiente del contexto determinista.

- Muestre que siL es un lenguaje independiente del contexto, entonces
el lenguaje que consiste en las cadenas de L escritas a la inversa
también es independiente del contexto.

. Conbase en la gramatica dela figura 2.5, dibuje el 4rbol de analisis sint4ctico
para la cadena zzbbzbbz. ;Cuéntas derivaciones distintas son posibles para
esta cadena? Escriba las derivaciones por la izquierda y por la derecha.

- Construya unautémata de pila M para el cual L(M) = {w'x'y'z* 1, s, t y uson

enteros no negativos tales quer + t =s + u}.

- Describa el lenguaje aceptado por el autémata de pila cuyo diagrama de

transiciones se muestra a continuacion.

Yo X; N

Yo X N

- Describa el lenguaje que acepta el autémata de pila cuyo diagrama de
transiciones se muestra a continuaci6n. Describa las cadenas que se aceptan
cuando la pila de la maquina no esté vacia. Modifique el diagrama para que
acepte las mismas cadenas que antes pero s6lo después de vaciar la pila.

X, N X

e e A ¥ N

Encuentre una gramatica independiente del contexto para el lenguaje
{x"y™: my n son enteros positivos tales que m =1 o m = 2n}.

Desarrolle una gramética independiente del contexto que describa la
estructura de un lenguaje de programacién semejante a Pascal que
s6lo permite variables de tipo entero o real, que no contiene procedi-

mientos o funciones y cuyas tinicas instrucciones son asignaciones y
enunciados while.

Disefie una tabla de andlisis sintactico LL(1) para la gramatica

S — xSz
Soy

Disefie una tabla de andlisis sintactico LL(1) para la gramatica

S — xSy
S—ovy

Disefie una tabla de andlisis sintdctico ID(1) para la gramatica

S — xSz
S-oy

Disefie una tabla de analisis sintactico LR(1) para la gramatica

S — xSy
S—oy

Disefie un autémata de pila determinista M para el cual L(M) sea el
lenguaje generado por la gramitica

S — xSx
S—oy

Disefie un autémata de pila determinista M para el cual L(M) sea el
lenguaje generado por la gramatica

S — xSy
S—oy

Disefie un autémata de pila determinista M para el cual L(M) sea el
lenguaje generado por la gramética siguiente, con simbolo inicial S.
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20.
21.

1122,

23,

24.
25.
26.
27.
28.

29;

S —>xyN
N-—>2z§
N-oz
N-oA
9% YoUux (0}
Sea ¥ ={x,y,.» ) (,A}. Disefie un autémata de pila M tal que L(M) sea
el conjunto de todas las cadenas que contituyan expresiones regulares
del alfabeto {x, y}.

Construya una gramatica G independiente del contexto tal que L(G) sea

el conjunto de todas las cadenas formadas por la concatenacién de una
cadena en {x, y}* con la misma cadena escrita a la inversa.

Muestre que un lenguaje que consiste en los palindromos de {x, y}* es
independiente del contexto (un palindromo es una cadena que es idén~
tica a si misma escrita a la inversa).

a. Disefie una gramitica independiente del contexto que genere
ellenguaje {x"y": m y n son enteros no negativos donde n < m}.

b. Disefie una gramitica independiente del contexto que genere el
lenguaje {x"y": m y n son enteros no negativos donde n > m}.

a. Disefie unautématade pila M talque L(M) = {x"y": my n son enteros
no negativos y m < n < 2mj.

b. Disefie un autématade pila M tal que L(M) = {x"y": m y n son enteros
no negativos y n <m o 2m < n}.

Muestre que el lenguaje {x™ n es un entero positivo primo} no es
independiente del contexto.

Muestre que el lenguaje {x™: n = m? para una m € N} no es independiente
del contexto.

Muestre que el lenguaje {x"y"zx"y": n €N} no es independiente del
contexto.

(Esellenguaje {x"y":m,n € Nym<n<2m}independiente del contexto?
Justifique su respuesta.

(Es siempre independiente del contexto la unién de una coleccién de
lenguajes independientes del contexto? Justifique su respuesta.

Utilizando un argumento de cardinalidad, muestre que deben existir
lenguajes que no son independientes del contexto.
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30. Aplique la técnica utilizada en la demostracion del teorema 2.3 para
construir una gramaética independiente del contexto que genere el len-
guaje aceptado por el autémata de pila descrito a continuacion.

X N\

¥, Z; N

31. Aplique la técnica utilizada en la demostracion del teorema 2.3 para
construir una gramatica independiente del contexto que genere el len-
guaje aceptado por el autémata de pila descrito en la figura 2.2.

32. Conviertala gramdtica siguiente, con simbolo inicial S,a la forma normal
de Chomsky.

S - MzN
M - xM
M-A
N—- yN
N-oA

'33. Encuentre una gramitica independiente del contexto en forma nor-

mal de Chomsky que genere el mismo lenguaje que la gramdtica de la
figura 2.5.

3. ;Por qué se preferiria utilizar la coleccion de reglas de reescritura

X—-xY

Y -yZ

Z->z

YA Y
en vez de

X —xyz
X—>x

al construir un analizador sintictico? | \\

35, Muestre que si L es un lenguaje independiente del contexto que no

contiene la cadena vacia, entonces existe una gramatica G independiente
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del contexto en la cual el lado derecho de cada regla de reescritura

consiste en un terminal seguido por cero 0o mas no terminales (sedice que
estas graméticas tienen la forma normal de Griebach).

36. Muestre que la interseccién de un lenguaje regular y un lenguaje inde-
pendiente del contexto siempre es independiente del contexto.

37. Encuentre una gramitica independiente del contexto para el lenguaje de

{x, y} que consiste en las cadenas en las cuales la relaci6n entre el nimero
de x y el niimero de y es de tres a dos.

Problemas de programacion

1. Realice el algoritmo de andlisis sintactico LL(1) que se muestra en la figu-
ra 2.30. Aplique los resultados a las tablas de anilisis sintictico de las
figuras 2.29 y 2.31, asi como a su respuesta al problema 13 de repaso del
capitulo.

2. Realice el algoritmo de anélisis sintdctico LR(1) que se muestra en la fi-
gura 2.35. Aplique los resultados a las tablas de andlisis sintdctico de las

figuras 2.34 y 2.38 asf como a su respuesta al problema 15 de repaso del

capitulo.

3. Escriba un programa para convertir gramaticas independientes del contex-
to que no generan la cadena vacia en gramaticas con la forma normal de
Chomsky.

CAPITULO 3

Magquinas de Turing
y lenguajes estructurados
por frases

3.1 Migquinas de Turing
Propiedades bésicas de las mdquinas
de Turing
Los origenes de las maquinas de Turing
3.2 Construccién modular de miquinas de Turing
Combinacién de mdquinas de Turing
Bloques de construcciéon basicos
3.3 Maiquinas de Turing como aceptadores de lenguajes
Procedimientos de evaluacién de cadenas
Maéquinas de Turing de varias cintas
Maéquinas de Turing no deterministas
3.4 Lenguajes aceptados por miquinas de Turing
Comparacion entre lenguajes aceptados por mdquinas
de Turing y lenguajes estructurados
por frases
Alcance de los lenguajes estructurados
por frases
3.5 Mais alld de los lenguajes estructurados por frases
Sistema de codificacion de maquinas de
Turing
Un lenguaje no estructurado por frases
Maéquinas de Turing universales
Comparacion entre lenguajes aceptables
y decidibles
El problema de la parada
3.6 Comentarios finales

Hasta ahora hemos presentado las clases de automatas finitos y de pila. En
ambos casos nuestro objetivo ha sido comprender el potencial de reconoci-
miento de lenguajes de estas mdquinas teéricas. En este capitulo pre-
sentaremos otra clase de automatas, todavia mas generales, conocidos
como maquinas de Turing, y estudiaremos el poder computacional de
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estas mdquinas en el contexto de la solucién de problemas de reconoci-

miento de lenguajes.
Uno de los principales resultados serd que las maquinas de Turing son

capaces de aceptar exactamente los mismos lenguajes que pueden generar

las graméticas menos restrictivas: las gramaticas estructuradas por frases
y asi, el poder de procesamiento de lenguajes de esta clase de maquinas

estd limitado por las mismas fronteras que delimitan los poderes

generativos de las gramdticas. La importancia de esta equivalencia aumen-
ta por el hecho de que nadie ha podido definir una clase de maquinas
computacionales més poderosas que las maquinas de Turing. De hecho,
aprenderemos que en la actualidad los cientificos de la computacién
aceptan de manera general la conjetura de que la clase de maquinas de
Turing encierra el poder de cualquier proceso computacional (esta conje-

tura se conoce como tesis de Turing). Por esto, se cree que la correspon- |

dencia entre el potencial de reconocimiento de lenguajes de las maquinas

de Turing y el poder generativo de las gramaticas que veremos en este

capitulo define los limites méximos de cualquier sistema computacional
de reconocimiento de lenguajes.

Enresumen, la presentacion de las maquinas de Turing en este capitulo
servird como culminacioén de nuestro estudio de las gramaticas, los len-
guajes y los algoritmos de andlisis sintactico. Empero, esto no quiere decir
que habra concluido todo nuestro estudio; mas bien, las limitaciones
aparentes de los poderes computacionales que descubriremos en este
capitulo serdn el punto de partida para el estudio de la computabilidad.

3.1 MAQUINAS DE TURING

La clase de automatas que ahora se conoce como méiquinas de Turing fue
propuesta por Alan M. Turing en 1936. (La idea basica de Turing fue estudiar
los procesos algoritmicos utilizando un modelo computacional. En ese
mismo afio, Emil L. Post present6 un enfoque similar, y més tarde se mostrd
que ambas estrategias son equivalentes en cuanto a poder computacional.)
Paranuestros fines es conveniente considerar alas maquinas de Turing como
una versién generalizada de los autématas que hemos visto en capitulos
anteriores. Las maquinas de Turing se asemejan a los autématas finitos en
que constan de un mecanismo de control y un flujo de entrada que concebi-
mos como una cinta; la diferencia es que las maquinas de Turing pueden
mover sus cabezas de lectura hacia adelante y hacia atrds y pueden leer o
escribir en la cinta. Veremos que estas caracteristicas aumentan en gran
medida la capacidad de las maquinas.

- Propiedades bésicas de las méquinas de Turing

Al igual que las deméds méaquinas que hemos estudiado, la maquina de
Turing contiene un mecanismo de control que en cualquier momento puede
encontrarse en uno de entre un niimero finito de estados. Uno de estos estados
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se denomina estado inicial y representa el estado en el cual la maquina
comienza los calculos. Otro de los estados se conoce como estado de parada; una
vez que la maquina llega a ese estado, terminan todos los célculos. De esta
manera, el estado de parada de una maquina de Turing difiere de los estados de
aceptacién de los autdmatas finitos y de pila en que éstos pueden continuar sus
calculos después de llegar a un estado de aceptacién, mientras que una méquina
de Turing debe detenerse en el momento en que llegue a su estado de pa-
rada. (nota: con base en la definicién anterior, el estado inicial de una maquina
de Turing no puede ser a la vez el estado de parada; por lo tanto, toda méquina de
Turing debe tener cuando menos dos estados).

Unadiferencia mas importante entre una maquina de Turing y losautoma-
tas de los capitulos anteriores es que la maquina de Turing puede leer y escribir
en su medio de entrada. Para ser mas precisos, la maquina de Turing esta
equipada con una cabeza que puede emplearse para leer y escribir simbolos en
la cinta de la maquina (como sucede con los otros automatas, esta cinta tiene
un extremo izquierdo pero se extiende indefinidamente hacia la derecha).
Asi, una maquina de Turing puede emplear su cinta como almacenamiento
auxiliar, de la misma forma en que otra clase de automatas utiliza su pila. Sin
embargo, con este almacenamiento, una maquina de Turing no se limita a las
operaciones de insercion y extraccion, sino que puede rastrear los datos de la
cinta y modificar las celdas que desee sin alterar las demas.

Al utilizar la cinta para fines de almacenamiento auxiliar, es conveniente
(ue una maquina de Turing emplee marcas especiales para distinguir porcio-
nes de la cinta. Para esto, permitimos que una maquina de Turing leay escriba
simbolos que no aparecen en los datos de entrada; es decir, hacemos una
distincion entre el conjunto (finito) de simbolos, llamado alfabeto de la
méaquina, en el que deben estar codificados los datos de entrada iniciales, y un
conjunto, posiblemente mayor (también finito), de simbolos de cinta, que la
médquina puede leer y escribir (esta distincion es similar a la que se establece
entre el alfabeto de un autémata y sus simbolos de pila). De esta manera, los
simbolos de cinta de una maquina de Turing pueden incluir marcas especiales
(Jue no sean simbolos del alfabeto de la maquina.

El espacio en blanco es un simbolo que cae en esta categoria; se trata de un
simbolo que se supone esté en cualquier celda de la cinta que no esté ocupada.
I'or ejemplo, si una maquina de Turingleyeramés alld delos simbolos deentrada
de su cinta, encontraria y leeria las celdas en blanco que alli se encuentran.

‘Ademis, puede ser necesario que una maquina de Turing tenga que borrar una

celda, escribiendo en ella un espacio en blanco. Por esto, con frecuencia se
considera que el espacio en blanco pertenece al conjunto de simbolos decinta de
la maquina de Turing, pero no forma parte del alfabeto de la maquina.

Es facil que el simbolo de espacio en blanco ocasione confusiones y malas
Interpretaciones en una pagina impresa. Por cuestiones de comunicacion,
adoptamos el simbolo A para representar el espacio en blanco. Esta conven-
ci6n elimina laambigiiedad entre las cadenas x yy x y ya que podemos expresar
la primera como xAy , y la segunda, como x AAy.
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Las acciones especificas que puede realizar una maquina de Turing consis-
ten en operaciones de escritura y de movimiento. La operaci6n de escritura
consisteen reemplazar un simbolo en la cinta con otro simbolo y luego cambiar
a un nuevo estado (el cual puede ser el mismo donde se encontraba antes). La
operaciéon de movimiento comprende mover la cabeza una celda a la derecha
oalaizquierda y luego pasar a un nuevo estado (que, una vez mis, puede ser
igual al de partida). La accién que se ejecutard en un momento determinado
dependera del simbolo (el simbolo actual) que esté en la celda visible en ese
momento para la cabeza (la celda actual), asi como del estado actual del
mecanismo de control de la mdquina.

Si representamos con I el conjunto de simbolos de cinta de una maquina
de Turing, con S, el conjunto de estados y con S’, el conjunto de estados que no
son el de parada, entonces es posible representar las transiciones delamaquina
por-medio de una funcién, llamada funcién de transicién de la miquina, de
la forma 8:(S"x I') = Sx (T v (L, R}), donde suponemos que los simbolos L y
R no pertenecenaT.

La semantica de esta representacion funcional es la siguiente:

a. 8(p,x)=(q,y) significa “si el estado actual es p y el simbolo actual es x,
reemplazar la x con el simbolo y y pasar al estado q”.

b. &(p, x) = (g, L) significa “si el estado actual es p y el simbolo actual es x,
mover la cabeza una celda a la izquierda y pasar al estado 4”.

c. 8(p,x)=(q, R) significa “si el estado actual es p y el simbolo actual es
x, mover la cabeza una celda a la derecha y pasar al estado g”.

Observe que, al describir con una funcién las transiciones de una maquina de
Turing, la maquina es determinista. Para ser mds precisos, existe una, y s6lo
una, transicion asociada a cada par estado-simbolo donde el estado no es el
de detencion.

Durante la operacion normal, una maquina de Turing ejecuta transiciones
repetidamente hasta llegar al estado de parada (esto quiere decir que en ciertas
condiciones es posible que nunca se detengan los calculos de una maquina de
Turing, yaque su programa interno puede quedar atrapado en un ciclo sin fin).
Existe, sin embargo, una anomalia que puede ocurrir durante este proceso: la
cabeza dela maquina puede “rebasar” el extremo izquierdo dela cinta. En este
caso, la mdquina abandonaré los célculos y decimos que la ejecucion de la
maquina sufri6 una terminacién anormal.

Como sucede con otros automatas, es util representar visualmente una
mdquina de Turing, como se hace enla figura 3.1. Alli, el mecanismo de control
dela maquina esta representado por un rectingulo con una especiede cardtula
de reloj que indica el estado actual de la maquina. Encima de este rectdngulo
seencuentra la cinta de la maquina; la posicion de la cabeza de la maquina estd
indicada con un apuntador, como se hizo en los autématas finitos y de pila.

Como también sucede con los otros autdmatas, la coleccién de transiciones
de una maquina de Turing se puede representar de manera conveniente por
medio de un diagrama de transiciones en el cual se ilustran con pequefios
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cinta
/ g
cabeza de lectura el
y escritura la cabeza se mueve en las dos direcciones

indicador de estado

mecanismo de control

Figura3.1 Representacién de una maquina de Turing

circulos los estados de lamaquina (identificando los estados inicial y de parada
con un apuntador y un doble circulo respectivamente) conectados por arcos
que representan las transiciones posibles. Cada uno de los arcos del diagrama
de transiciones de una maquina de Turing se etiqueta con un par de simbolos
separados por una diagonal. El primer simbolo del par representa el
simbolo de la cinta que debe existir en la celda actual para que la transicién
sea aplicable; el segundo simbolo es el que se escribira en la celda actual (si la
transicién es una operacion de escritura) o de lo contrario uno de los simbolos,
L o R (si la transicion es una operaciéon de movimiento). De esta manera, la
transicion 8(p, x) = (g, y) estaria representada por un arco de p a 4 con etiqueta
x/y; 0 8(p, x) = (4, L) apareceria como un arco de p a q con etiqueta x/L. Como
muestra, la figura 3.2 es un diagrama de transiciones completo para una
maquina de Turing con simbolos de cinta {a, b, A} que mueve su cabeza hacia
la derecha hasta encontrar un espacio en blanco.

Con base en nuestras experiencias con otros autdmatas, no debe sorpren-
der que muchas veces resulta dificil manejar y comprender un diagrama de
transiciones completo para una maquina de Turing. Por esto, en ocasiones
dibujamos esqueletos de los diagramas, que s6lo contienen los arcos pertinen-
tes para el analisis, dindose por sentado que, de ser necesario, podrian
afadirse los demas arcos.

Como pronto veremos, la“maquina” computacional original de Turing era
una computacién humana con ldpiz y papel. Con la llegada de los equipos de
cdlculo electrénico, este modelo dio lugar al concepto de médquina electro-
mecdnica que lee y escribe en una cinta magnética. Lo importante es que
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a/R

AlA
— O

b/R

Figura3.2 Diagrama de transiciones para una maquina de Turing

las capacidades computacionales tedricas del sistema son las mismas, sin
importar la tecnologia con la cual se implanten sus componentes. De hecho,
el concepto de maquina de Turing, al igual que los otros autématas que
hemos estudiado, es independiente de su implantacién. Entonces, aislare-
mos las caracteristicas definitivas de una maquina de Turing enla siguiente
definicién formal.

Una méquina de Turing es una séxtupla de la forma (S, %, T, 8,1, h), donde:

a. S es una coleccion finita de estados.

b. X es un conjunto finito de simbolos distintos de espacio en blanco,
llamado alfabeto de la mdquina.

c. T esun conjunto finito de simbolos, incluidos los de ¥, que se conocen
como simbolos de la cinta de la maquina.

d. 8 esla funci6n de transicién de la maquina.

e. 1esun elemento de S llamado estado inicial.

f. hesun elemento de S llamado estado de parada.

En ocasiones es conveniente contar con una notacién concisa que represen-
te la configuracién de la cinta de una méquina de Turing, incluyendo el
contenido de sus celdas y la posicién de la cabeza. En estos casos presentare-
mos la lista del contenido de las celdas de la cinta, subrayando la posicién de
la cabeza. De esta manera, AxyzAA- representard una cinta que contiene un
espacio en blanco, seguido por los simbolos x, y y z, seguidos a su vez por espacios
en blanco, con la cabeza sobre la celda que contiene la z.

Los origenes de las méquinas de Turing

El propésito para el cual se desarrollaron las maquinas de Turing es distinto
del de los otros autématas que hemos estudiado, ya que se disefiaron para
contener todo el poder de los procesos computacionales. En otras palabras, la
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intencién de Turing fuedesarrollar un sistemaen el cual fuera posible modelar
cualquier proceso que pudiera considerarse como un cdlculo.

Recuerde que esto sucedié mucho antes del desarrollo de la maquinaria
computacional que existe en laactualidad. Turing pens6 en un cdlculo realiza-
do por un ser humano conldpiz y papel. Bajo este contexto, Turing razoné que,
en un momento dado las personas s6lo podrian concentrarse en una porcion
restringida del papel y que, a su vez, la coleccién de marcas en este trozo de
papel se podia considerar como un solo simbolo. Por esto, Turing consider6
dividir el papel en secciones, cada una de las cuales constituia la cantidad de
papel requerida para registrar un solo simbolo. Turing también lleg6 a la
conclusion de que cualquier proceso computacional s6lo podia implicar un
niimero finito de simbolos. De hecho, puesto que debe ser posible registrar
cada simbolo en una cantidad fija de papel, la existencia de una cantidad cada
vez mayor de simbolos dictaminaria que los simbolos deberian tener caracte-
risticas distintivas arbitrariamente pequerias. Entonces, se llegaria a un punto
donde comenzaria a fallar la capacidad humana para distinguir los simbolos,
lo que daria como resultado un niimero limitado de simbolos efectivos.

Turing planteé que al considerar una seccién especifica del papel, una
persona podria alterar dicha secci6n o pasar a otra. La accién por emprender
y sus detalles dependerian del simbolo existente en la seccion y del estado de
la mente de la persona. Turing concluy6 que, al igual que con el niimero
de simbolos, los seres humanos poseian, s6lo una cantidad finita de
estados de la mente distinguibles. Turing consider6 también que la
persona se hallaria en un estado especial inicial al comenzar los cdlculos y
en un estado designado como de parada al completar los calculos.

Para evitar que la disponibilidad de papel restringiera el poder del
modelo, Turing propuso_que la cantidad de papel disponible para los
cdlculos fuera limitada.

Es muy significativo que nadie haya podido producir un modelo compu-
tacional ampliamente aceptado que supere el poder del modelo de Turing.
Este modelo es incluso mds general que los computadores actuales, ya que
una maquina de Turing nunca se ve restringida por la carencia de espacio de
almacenamiento, algo que finalmente debe ocurrir en una maquina real. Por
esto, la mayoria de los cientificos de la computacién aceptan la tesis de
Turing: el poder computacional de una mdquina de Turing es tan grande como el
de cualquier sistema computacional posible. Ademads, esta tesis y los resultados
que la apoyan hoy en dia tienen importantes implicaciones con respecto a las
dudas sobrela computabilidad. Para resolver cualquier problema con un compu-
tador, serequiere desarrollar un proceso computacional (0 un algoritmo) que
resuelva el problema. Entonces, las respuestas a las preguntas que se plan-
teaban en la época de Turing, como “;qué puede hacerse con un proceso
computacional?” nos ayudan a responder las preguntas actuales, como
“1qué puede hacer un computador moderno?”.

En el capitulo 4 volveremos a hablar de la funcién de las maquinas de
Turing en el estudio de los procesos computacionales, ademas de investigar
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la relaci6n entre estas nociones abstractas y el disefio de lenguajes de progra-
maci6n. Sin embargo, en este capitulo continuaremos con la presentaci6n de
una técnica 1itil para construir maquinas de Turing y luego veremos la relacién
entre maquinas de Turing, graméticas y lenguajes.

Ejercicios

1. ;Con qué configuracion de cinta se detendrd la maquina de Turing que se
presenta a continuacién siinicia conlacinta configuradacomo xxxAAA:+-?

x/R
x/R
AIR

AlA

O

2. Disefie una maquina de Turing con simbolos de cinta x, y y A que busque
en la cinta el patrén xyxy y se detenga si y s6lo si encuentra ese patrén.

3. Disefie una miquina de Turing que, al iniciar con la cabeza sobre la celda
del extremo izquierdo de la cinta, tenga una terminaci6én anormal si y s6lo
si hay una x registrada en algun lugar de la cinta. Si aplicara su maquinaa
una cinta que no contiene una x, ;detectaria la maquina esta situacion?

4. Muestre que las capacidades computacionales de una méquina de Turing
no aumentarian si se permitiera que tuvieran més de un estado de parada,
ya que esta maquina se podria simular con una méquina de Turing con un
solo estado de parada.

3.2 CONSTRUCCION MODULAR DE MAQUINAS DE TURING

Aunque el propésito principal de este capitulo es estudiar la capacidad de
aceptacién de lenguajes por parte de las maquinas de Turing, un efecto
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secundario importante es la presentacion de los fundamentos de las mdquinas
de Turing, ya que estas maquinas servirdn como herramientas en los capitulos
subsecuentes. Por esto investigaremos las maquinas de Turing con mayor
detenimiento antes de continuar con nuestro estudio de los lenguajes. En esta
seccién, nuestro objetivo es desarrollar técnicas por medio de las cuales
puedan construirse miaquinas de Turing complejas a partir debloques elemen-
tales. Este enfoque facilitard la construccién y lacomprensién de las maquinas
que veremos més adelante.

Combinacién de médquinas de Turing

Aunque hablaremos en términos de la combinacién de maquinas de Turing
para formar otras maquinas de Turing mayores, nuestra estrategia sera en
realidad combinar los programas de las maquinas de Turing en una forma
muy semejante a como se combinan médulos de programas para desarrollar
grandes sistemas de software. Para esto, es util representar los programas de
las madquinas de Turing por medio de diagramas de transiciones y combinarlos
de manera parecida a lo quehicimos para formar la unién y la concatenacion de
autématas finitos.

Suponga que tenemos dos maquinas de Turing, M, y M,, con diagramas de
transiciones T, y T,, respectivamente, y simbolos de cinta del conjunto I'. Si
queremos desarrollar un diagrama de transiciones para otra mdquina que
simule las actividades de M, seguidas por las de M,, bastaria con eliminar la
designacion de parada del estado de parada de T, y la caracteristica de inicio
del estado inicial de T,, y luego dibujar una arco con etiqueta x/x para cada x
en I, del antiguo estado de parada de T, al antiguo estado inicial de T,.

Obviamente, el resultado se comportaria de la manera esperada, pero este
sencillo enfoque tiene varias desventajas. Por ejemplo, en potencia podria
introducirse un gran nimero de transiciones que fueran simples reescrituras
del contenido de la celda (esta deficiencia presentaria obstaculos para nuestro
andlisis de la complejidad en el capitulo 5). Ademas, suponga que queremos
que la maquina compuesta se detenga después de simular M,, a menos que el
simbolo actual, al llegar al estado de parada, sea z, en cuyo caso nos gustaria
que lanueva mdquina simulara las acciones de M,; 0 suponga que necesitamos
combinar tres diagramas y controlar el paso de uno a otro dependiendo del
valor del simbolo actual al llegar a cada uno de los antiguos estados de parada.
En estos casos se requiere un enlace un poco mas complicado.

Suponga entonces que necesitamos combinar los diagramas de transi-
ciones de varias maquinas de Turing para obtener una maquina que
simule alguna combinacién de las maquinas originales. Lo hacemos de la
siguiente manera:

1. Elimine la caracteristica de inicio de los estados iniciales de todas las
maquinas, excepto la de aquél donde iniciard la maquina compuesta.
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2. Elimine la caracteristica de detencién de los estados de parada de
todas las maquinas e introduzca un nuevo estado de parada que no se
encuentre en ninguno de los diagramas que se combinan.

3. Paracadaunodelosantiguos estados de paradapycadaxenT, dibuje
un arco de la siguiente forma:

a. Si la mdquina compuesta debe detenerse al llegar a p con el
simbolo actual x, dibuje un arco con etiqueta x/x de p al nuevo
estado de parada.

b. Si al llegar al estado p con el simbolo actual x, la maquina
compuesta debe transferir el control ala méquinaM = (S, 3, T,
8,1, h), dibuje entonces un arco con etiqueta x/z de p al estado
q de M, donde 3(1, x) = (g, z).

La figura 3.3 proporciona un ejemplo de esta construccién. Aqui hemos
comenzado con los diagramas de transiciones para tres miquinas distintas,
cada una con los simbolos de cinta x, y y A. Una mueve su cabeza una celda
a la derecha, otra encuentra la primera x a la derecha de la celda actual, yla
tercera encuentra la primera y a la derecha de la celda actual. Con el proceso
de composicién antes mencionado y empleando estas maquinas como bloquesde
construccién, hemos construido una maquina compuesta que encuentra la segun-
da ocurrencia del simbolo distinto de espacio en blanco que se halla a la derecha
de la posici6n inicial de la cabeza.

Es conveniente evitar los detalles interiores de los bloques de construccién
a partir de los cuales construimos maquinas de Turing mas complejas, como
sucede en el caso de grandes sistemas de software. Si sabemos cuél es la tarea
querealiza cada una de las méquinas més pequenas, entonces nuestra preocu-
pacion serd el adecuado enlace de estas maquinas y no c6mo cada una llevaa
cabo su tarea especifica. Por esto, evitaremos el uso de diagramas de transicio-
nes detallados como los que se muestran en la figura 3.3, y en vez de esto
utilizaremos diagramas compuestos. En estos diagramas cada uno de los blo-
ques de construcci6n se representa como un nodo, con flechas entre los nodos
para indicar las transiciones entre bloques. Estas flechas se etiquetan de
acuerdo con el valor que debe aparecer en la celda actual para que se recorra
la flecha. Es decir, si una flecha del nodo A al nodo B tiene una etiqueta x,
entonces la ejecucion se transferird a lamédquina B si A llega a su antiguo estado
de parada con una x en la celda actual. Como hicimos con los diagramas de
transiciones, debe indicarse con un apuntador el nodo del diagrama compues-
to donde debe comenzar la ejecucién. Por ejemplo, la maquina compuesta
presentada en la figura 3.3 podria resumirse con el diagrama compuesto

donde el nodo A representa la miquina que mueve su cabeza una celda a la
derecha, B la mdquina que busca una x y C la miquina que busca una y.
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x/R
il Mueve la cabeza una celda
AIR hacia la derecha
AIR
AIR
Ary xR X/x Encuentra la primera x a la derecha
y/R de la celda actual
y/R
AIR AIR
x/R /)
B 4 @ Encuentra la primera y a la derecha
y/R de la celda actual
x/R
Encuentra la segunda ocurrencia del
simbolo distinto de espacio en
blanco que esta a la derecha de la
posicién inicial de la cabeza
AIR
AIR
X/x
&
+
EXT
y/R z
x/R
i O
LR
\%
3 2
AIR @
wy'r
y/R
x/R

Figura 3.3 Construccion de una maquina de Turing compuesta a partir
de maquinas mas pequenas
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Por cuestiones de conveniencia, existen varias abreviaturas en cuanto a la
notacién que se emplea habitualmente al dibujar diagramas compuestos
para miquinas de Turing. Uno es reemplazar varias flechas que tienen la
misma fuente y el mismo destino por una sola flecha rotulada con una lista
desimbolos, 0 quizds con —1x (1éase “no x ”), si hay que recorrer la flecha para
todos los simbolos actuales distintos de x. Otra abreviatura es utilizar una
flecha sin etiqueta para representar una transicién que debe recorrerse sin
importar el valor de la celda actual. Incluso esta situacién se llega a abreviar
mads, eliminando la flecha y colocando los nodos uno al lado del otro. Por
ejemplo, la secuencia - A — B — C podria simplificarse a — ABC.

Como ejemplos, la figura 3.4a muestra un diagrama compuesto de una
maquina construida a partir de M, y M,. La maquina compuesta simula las
acciones de M, hasta el punto donde normalmente se detendria y luego
simula las acciones de M,. La figura 3.4b representa una méquina que simula
M, y luego hace una transferencia a M, s6lo si la celda actual contiene una x;
de lo contrario, se detiene al concluir las acciones de M, . Por iltimo, la figura
3.4crepresenta la méquina compuesta que comienza con la simulacién deM,
y luego simula M, o M, dependiendo de si el simbolo actual es x o no.

Otra abreviatura que utilizaremos consiste en aplicar la notacién

LYz | e
—_— —

para indicar que cuando el simbolo actual es x, y o z, la miquina deberé
proseguir en esta direccién, donde @ representa el simbolo que en realidad
esta presente. Esta notacion evita saturar el diagrama con rutinas similares,
aunque separadas, para cada uno de los simbolos x, y y z. En vez de esto,
podemos presentar una sola rutina genérica que trata con el simbolo @, de
manera parecida a como un subprograma presenta una rutina genérica en
términos de pardmetros formales. Asi, si la maquina

by

Y }w 2]
- M — — M,

fueraa llegar al antiguo estado de parada de M, con el simbolo actual x o v,
continuaria con la ejecucién de M,; esto llevaria al antiguo estado de parada de
M, con el mismo simbolo actual que tenia al entrar a M, y luego la ejecucién

regresaria a M,.
Bloques de construccién béasicos
Una vez establecido este sistema de notacién, consideremos ahora las maqui-

nas de Turing elementales que emplearemos como bloques de construccién en
anélisis posteriores. Obtendremos una pista de cuéles deberan ser estos
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bloques de construccion si recordamos que las tinicas actividades disponibles
para una maquina de Turing son mover la cabeza una celda a la derecha,
moverla una celda a la izquierda y escribir un simbolo en la celda actual. Por
consiguiente, si construimos maquinas individuales que realizan estas sen-
cillas tareas, entonces cualquier otra miquina de Turing debe ser una
composicion de estos bloques.

a. —’M1 —’M2
X
b- —’M1 M2
X
T ks
C. -’M1 —x
LM,

1

Figura3.4  Ejemplos de maquinas de Turing compuestas
x/R

G ey

AIR

x/L

. ~(EC2—=0

AlL

x/x

kg g s Sm 7,

Alx

Figura3.5 Maquinas R, Ly x

La figura 3.5 muestra los diagramas de transiciones de las maquinas de
Turing que efectian cada una de estas actividades rudimentarias, supo-
niendo que los simbolos de la cinta son x, y y A (las maquinas para otros
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simbolos no son mds que simples generalizaciones de estas maquinas).
Representamos con R la mdquina que mueve su cabeza una celda a la
derecha, con L la que la mueve una celda a la izquierda y con x la maquina
que escribe un simbolo en la celda actual. De esta manera, una maquina de
Turing que se mueve una celda a la derecha, escribe el simbolo y, se mueve
una celda hacia la izquierda y se detiene, podria representarse con el

diagrama compuesto

—-R-oy->L
0, en forma condensada, como

— RyL

Nuestro siguiente paso es establecer un repertorio de maquinas lige-
ramente mas complejas. Un grupo de estas mdquinas, presentado en la
figura 3.6, lleva a cabo biisquedas sencillas. De manera mds precisa, para
cualquier simbolo x la maquina representada por R_recorre la cinta a la
derecha de su posicién inicial en busca de una celda que contenga el

simbolo x. Si encuentra ese simbolo, la madquina se detiene y esa celda serd

la actual; de no ser asi, la mdquina continuar4 su bisqueda eternamente.

R, R

—1x

.—>R

iR

Figura 3.6 Maquinas R, R , L, y'L_,

Laive
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De modo similar, la médquina R-, buscaré a la derecha de la posicion
Iniclal cualquier simbolo que no sea x. Las maquinas L_y L-, efectian
wstas mismas bisquedas hacia la izquierda de la posici6n inicial (observe

fjue, a diferenciadela busqueda hacia la derecha desde la posicion inicial,

In bisqueda hacia la izquierda puede ocasionar una terminacién anormal
#l llega al extremo izquierdo de la cinta sin encontrar el objetivo de.la
bisqueda).Las maquinasR,,R_,, L, yL_, tendrdnuna utilidad especial

~ para nosotros, pues pueden usarse para construir maquinas compuestas

{Jue busquen celdas en blanco o que no estén en blanco.

Otra coleccién de maquinas que ser4 1itil es la que lleva a cabo operaciones
e desplazamiento; en la figura 3.7 se presentan dos de estas miquinas. La
miquina S, desplaza una celda hacia la derecha la cadena de simbolos que no
estdn en blanco y que se encuentran a la izquierda de la celda actual. Asi, si la
¢inta de S, tuviera la configuraci6n inicial AxyyxxAAAA:--, entonces S, se

~ detendria con la cinta configurada como AAxyyxAAA:-; o, si se aplicara a

AyxyAlxxyAA-+, S, produciria AAyxyAxxyAA---. Como un caso algo
wspecial, si la celda a la izquierda de la actual contiene un espacio en blanco, S,
inicamente borraria la celda actual. Asi, S; convertiria la configuracién
ryAyxAAA:--+ delacintaa xyAAXAAA:+-.

Sq J
X X,y o
— AL L - } - L } =1 Rol

St

Figura3.7 Maquinas S,y S,
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En forma parecida, S, realiza un desplazamiento haciala izquierda. Silac
de§, tuvieralaconfiguracién inicial AxyyxxAAA---, entonces S, sedetendria
sucinta configurada como AyyxxAAAA:-+; osiseaplicaraa DAyxyADxxyAA+
S, produciria AyxyAxxyAAA---. A

X
e AL st T } —2 - AR,RLRAL L0

Figura3.8  Maquina copiadora que transforma un patrén de la forma AwA
AWAWA ; i

restar unoie quitar los 0 iniciales

Figura3.9  Maquina de Turing para reducir en uno una representacién binaria

A
SR
y T
4 |
z
s X

Figura3.10 Maquina de Turing compuesta que produce la siguiente

cadena en la secuencia A, X, y, z, xx, yx, zx, xy, yy, zy, xz,
Yz, 22, XX, yxx, - )
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Concluimos con varios ejemplos de c6mo pueden combinarse las maqui-
nas elementales presentadas hasta ahora para formar maquinas compuestas
mis complejas. La figura 3.8 define una maquina copiadora que transforma un

atron de la forma AwA alaforma AwAwA, donde w es cualquier cadena
rw wiblemente delongitud cero) de simbolos que no son espacios enblanco. La
miquina que se presenta en la figura 3.9 supone que su entrada representa un
wntero positivo en notacion binaria y reduce en uno el valor representado. Por

Wltimo, la maquina de la figura 3.10 modifica cadenas del alfabeto {x, y, z}.

lupecificamente, si iniciamos la mdquina con su cinta configurada como
LW AAA:--, dondew, es una cadena en {x, y, z}*, entonces la maquina se
fetendrd con la cinta configurada como Aw,AAA::, donde w, es la
tadena que sigue a w, en la secuencia A, x, y, 2, xx, yx, zx, XYy, Yy, 2y, XZ, Yz,
g2, xxx, yxx, -+~ Mds adelante veremos la utilidad de esta maquina como
bloque de construccion.

ljercicios
1. Combine los diagramas de transiciones de las maquinas M, y M, que se

muestran a continuacién para formar el diagrama de transiciones de la
maquina compuesta

- M, L. { M,. {Qué hace la mdquina compuesta?

M1 y/R M2
AlA
X/x Xy
e ——
O w0
AlA :

2. Utilizando los bloques de construccién presentados en esta seccion, cons-
truya una maquina de Turing que reemplace la cadena de ceros y unos
inmediatamente a la derecha de la cabeza por el complemento de la cadena
y luego regrese la cabeza a su posicion original. Suponga que el extremo
derecho de la cadena estd marcado con un espacio en blanco (el comple-
mento de una cadena de ceros y unos es la cadena que se forma al sustituir
los ceros originales con unos, y los unos originales, con ceros).

3. (En qué condiciones se presentaria una terminacion anormal durante la
ejecucion de la maquina S.?
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4. Describa los célculos efectuados por la siguiente maquina de Turing.

. - — * > R—A
: A vhn X QA 4 A
X z : J J AN

3.3 MAQUINAS DE TURING COMO ACEPTADORES
DE LENGUAJES

Hemos presentadoa los autdmatas delos capitulos anteriores como aceptadores
de lenguajes y los hemos utilizado para evaluar cadenas y determinar su
pertenencia a un lenguaje especifico. Por lo tanto, es natural que estudiemos
a las mdquinas de Turing desde la misma perspectiva. En esta seccién
analizaremos los aspectos de la aceptacién de cadenas realizada por maqui-
nas de Turing; empezaremos considerando el contexto en el cual una maquina
de Turing acepta una cadena de entrada.

Procedimientos de evaluacién de cadenas

Para evaluar una cadena de algiin alfabeto ¥ con una miquina de Turing,
registramos la cadena en la cinta (que de otra manera estaria en blanco) de la
méquina, comenzando por la segunda celda (si fuéramos a evaluar la cadena
xxyy, la cinta apareceria como Axxyy/A A A+ ). Luego colocamos la cabeza de
la mdquina en la celda del extremo izquierdo de la cinta y ponemos en
marcha la mdquina a partir de su estado inicial (véase Fig.3.11). Decimos que
la mdquina aceptala cadenasi, a partir de esta configuracién inicial, encuentra
su camino hasta su estado de parada.

Como ejemplo, en la figura 3.12 se muestra un diagrama compuesto

para una méaquina que acepta las cadenas que tengan precisamente la

forma x"y"z", donde n €N. Estd maquina interroga la entrada reduciendo
repetidamentela longitud de una cadena no vacia de la forma x"y"z"através
de la secuencia x™'y"z", x*'y"1z"y x"1y*1z*1, La maquina se detiene si y sélo
si este proceso de reduccion produce una cadena vacia como resultado de
la eliminacién del mismonimerodex, yy z (se emplea#como simbolodecinta
paraayudar a encontrar el extremo izquierdo de la cinta después de completar
cada secuencia de reducciones).

Al igual que con los demas autématas, la coleccién de cadenas aceptadas
por una maquina de Turing M se llama lenguaje aceptado por la mdquina y se
representa con L(M). Se dice que un lenguaje L es un lenguaje aceptado por
una mdquina de Turing si existe una maquina de Turing M tal que L = L(M).

La figura 3.12 tiene una relevancia especial para nuestros fines, pues
muestra que las maquinas de Turing son capaces de aceptar lenguajes que no
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o e v

indicador de estado

mecanismo de control

Figura 3.11  Configuracién inicial de una maquina de Turing al evaluar la

cadena xxyy.
i L# L
l "2
—»#—»hL»SL y » S, o - S, 4 - L
X X y y
A, z it
Zy A X, A X, A
/
-~ R -

Figura3.12 Maquina de Turing M para la cual L(M) = {x"y"z": n € N}

pueden aceptar los autématas de pila (recuerde que {x"y"z": n € N} no es un

" lenguaje independiente del contexto). De hecho, encontraremos quela clase de

los lenguajes aceptados por maquinas de Turing contiene propiamente todos
los lenguajes independientes del contexto, aunque requeriremos un poco de
trabajo preliminar para demostrarlo.

Hemos definido la aceptacién de cadenas de las maquinas de Turing de
una manera que se ajusta a la de los demas autématas. Sin embargo, en
ocasiones es conveniente requerir que una maquina de Turing escriba un
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mensaje de aceptacion en su cinta antes de detenerse. Por ejemplo, podriamos
desear que una maquina de Turing acepte una cadena si se detiene con su cinta
en la configuracion AYAAA---, donde el simbolo Y se usa para representar
larespuesta afirmativa (en estas circunstancias, no se considera una aceptacion
si la maquina se detiene con cualquier otra configuracion de la cinta).

Por fortuna, este criterio de aceptacion adicional no afecta la clase de lenguajes
que puedenaceptar las maquinas de Turing. Dada una maquina de Turing M qu
acepte las cadenas con s6lo detenerse, existe otra maquina de Turing M*
que acepta las mismas cadenas si se detiene con la cinta configurada como
AYAAN---, y viceversa. Para justificar esta afirmacion, consideremos
primero una mdquina de Turing M que acepte cadenas con s6lo detenerse y
luego mostremos que podemos modificarla para que acepte las mismas
cadenas si se detiene con una configuracion de cinta AYAAA:--.

Basicamente, todo lo que tenemos que hacer es modificar M para que
lleve el control de la porcién de la cinta que altera durante la ejecucién.
Luego, después de terminar sus cdlculos normales, podra borrar esa por-
cion de la cinta y escribir el mensaje adecuado en la cinta en blanco ante:
de detenerse. Para llevar este control de la porcién alterada de la cinta
utilizamos los simbolos de cinta especiales # y +. El simbolo # se usara par:
marcar el extremo izquierdo de la cinta y el simbolo + para marcar e
extremo derecho dela porcion alterada. Asi,la maquina modificada debera
comenzar cualquier calculo con

Una vez que se han simulado los célculos de M hasta el punto donde M ha
llegado a su estado de parada, nuestra mdquina deberd borrar su cinta y
escribir el mensaje Y antes de detenerse. Esto se logra afiadiendo el bloque

—>R,—>AL:]*‘#

I#
ARYL

al final de nuestra maquina modificada.
En resumen, la méaquina final es

= RASRR*LAL#R o M() > R.« = @
, \#
ARYL

donde M, es la maquina que simula M, excepto por las dos circunstancias
especiales en los cuales surge # o + como el simbolo actual.

Alainversa, suponga que comenzamos con una maquinade Turing M’ que
acepta cadenas deteniéndose con la cinta configurada como AYAAA:---.
Entonces podriamos alterar esta maquina para obtener otra que no se detuvie-
ra en ningn otro caso. Lo tinico que se requiere es insistir en que la maquina
revise su cinta en busca de la configuracion AYAAA:-+ antes de detenerse.
’ara esto, construimos otra maquina que marque los extremos izquierdo y
derecho de la cinta en la forma antes descrita; simule las acciones de M’
tomando en cuenta la ocurrencia de # o + como simbolo actual; y, por tltimo,
81 la simulacion llega hasta el estado de parada original, confirme que la
porcién de la cinta limitada por las marcas # y  esté configurada como
#AYAA---AAx antes de detenerse. Este tiltimo paso podria lograrse con
una rutina como ]

— RpSgR*LoL#R

Es decir, debe desplazarse hacia el extremo derecho de la cinta de entrada y
desplazar la cadena una celda a la derecha. Luego, debe marcar la primera
celda ala derechadela entrada conel simbolo *, regresar a la celda del extremo
izquierdo de la cinta, escribir el simbolo # y ubicar su cabeza sobre el espaci
en blanco en el extremo izquierdo de la cadena de entrada. En resumen, dada
la configuracion inicial AwAA--,+, donde w es la cadena de entrada,
madquina produce la configuracion #Aw*AA---.

A partir de esta configuracion, nuestra maquina modificada debe continu
con la simulacién de las acciones de M. Sin embargo, al efectuar la simulacion
la maquina debe estar pendiente dela ocurrencia de dos circunstancias especia-
les. La primera ocurre si el simbolo # se convierte en el simbolo actual. Observ
que, como toda la entrada se ha desplazado una celda a la derecha, no se leerd
la celda que contiene # durante lasimulacién, a menos que el proceso simulado
sufra una terminacion anormal. Entonces, si el simbolo actual fuera #, nuestra
madquina modificada deberia mover su cabeza una celda mas hacia la izquier-
da para que también experimentara una terminacién anormal.

La otra circunstancia especial es la ocurrencia del simbolo * como simbolo
actual. Esta situacion indica que el calculo simulado ha movido su cabezaala
derecha, hacia unacelda dela cinta que no se habia alterado antes. En este caso,
nuestra mdquina modificada debe empujar la marca * una celda a la derecha
ejecutando — R*LA antes de continuar con la simulacion.

Y A

SNt RS R Sl R
i |—|A |“|Y |—|A ¥ T
i} |
Concluimos que se pueden establecer varias maneras para que una maqui-
na de Turing acepte sus cadenas de entrada. Podemos permitir que simple-
mente se detengan o insistir en que respondan con un mensaje de aceptacion.
Ambas estrategias tienen sus ventajas y desventajas pero, ya que cuentan con
el mismo poder, tenemos la libertad de elegir el método que mas convenga

para la aplicacién. Sin embargo, supondremos que una maquina de Turing
aceptasus cadenas con s6lo detenerse, a menos que se especifique lo contrario.
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Maéquinas de Turing de varias cintas

Ahora consideraremos las maquinas de Turing que tienen mas de una cinta
(este tipo de maquinas se conoce como maquinas de Turing de k cintas, donde
k representa un entero positivo, en aquellos casos donde tenga relevancia el
nimero de cintas). Cada una de estas cintas tiene un extremo izquierdo, s
extiende indefinidamente hacia la derecha, y el acceso a cada una se logra a
través de una cabeza separada de lectura y escritura. La transicion que se
ejecutard en un instante determinado dependera de la coleccién de simbolos
presentes para estas cabezas, junto con el estado actual dela maquina. La accién
de una sola transicién afecta s6lo a una de las cintas de la mdquina; esta
accion puede ser escribir en la celda actual de esa cinta, mover la cabeza
correspondiente una celda a la izquierda o moverla una celda a la derecha.

Para evaluar la aceptacion de una cadena de simbolos utilizando una
maquina de Turing de varias cintas, comenzamos con la miaquina en su estado
inicial y con la cadena de entrada registrada en la primera cinta (en el mismo
formato que tendria en la cinta tinica de una maquina convencional), a la vez
que las otras cintas estidn en blanco y todas las cabezas se encuentran en la celda
del extremo izquierdo de sus cintas. La cadena es aceptada si, a partir de esta
configuracion inicial, la maquina se detiene.

Uno podria esperar que las mdquinas de Turing de varias cintas tuvieran
un potencial de procesamiento de lenguajes mayor que sus homologos de una
sola cinta; no obstante, el siguiente teorema muestra que esto no es cierto.
Aunque en ocasiones conviene emplear una maquina con varias cintas, estas
maquinas no pueden aceptar mas lenguajes que las maquinas de Turing
convencionales.

TEOREMA 3.1
Para cada maquina de Turing de varias cintas M, hay una maquina de
Turing tradicional (de una cinta) M” tal que L(M) = L(M’).

DEMOSTRACION
Suponga que M es una maquina de Turing de k cintas que acepta el
lenguaje L. Nuestra estrategia es mostrar la posibilidad de representar
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k cintas% 1

2k filas < 1 (

el contenido de las k cintas en una sola, de modo que las acciones de
M puedan ser simuladas por una maquina M’ de cinta tnica.
Visualizamos las cintas de M colocadas paralelas entre si, con los
extremos izquierdos alineados, como se presenta en la figura 3.13a,
donde un apuntador bajo cada cinta indica la posicion de la cabeza.
Conbaseenesta disposicion, es posible representar el contenido delas
k cintas y las posiciones de sus cabezas en una tabla que contiene 2k
filas y un niimero ilimitado de columnas que se extienden hacia la
derecha, como se muestra en la figura 3.13b. Las filas impares de esta
tabla representan las cintas; las pares se usan para indicar la posicion

Figura3.13  Representacion de las cintas de una maquina de Turing

de kcintas con un solo arreglo

dela cabeza dela cinta dela fila anterior, lo cual se logra colocando un
1 en la columna asociada a la celda actual dea fila superior y dejando
en blanco todas las demas celdas.

Observe que cada unade las columnas de la tabla que acabamos de

~ describir es en esencia una 2k - tupla, siendo los componentes impares

simbolos de cinta de M y los pares elementos de { A, 1}. Por lo tanto,
existe s6lo un nimero finito de combinaciones distintas de simbolos
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que pueden aparecer en las columnas. Esto quiere decir que podemos
asignar un nuevo simbolo de cinta, tinico, a cada una de las 2k-tuplas
posiblesy luego representar toda la tabla como una cadena infinita de
estos nuevos simbolos. De esta manera podemos almacenar en una
sola cinta toda la informacién almacenada en las k cintas de la
maquina. Aunque cada una de las celdas de la cinta tnica contiene
s6lo un simbolo, éste representa una 2k-tupla. Por lo tanto, es conve-
niente expresarlo como sila cinta contuviera directamente la tupla, en
vez del simbolo que la representa. Nosotros adoptaremos esto de
manera informal.

Ahora estamos preparados para describir una maquina de Turing
de cinta tinica M’ que acepte el mismo lenguaje que la maquina de k
cintas M. Los alfabetos de My M’ son los mismos; empero, la coleccién
de simbolos de cinta de M’ consiste en los simbolos de cinta de M, un
simbolo para cada 2k-tupla posible y un simbolo # que se usa como
marcaespecial. Para evaluar una cadena, la maquina M’ comienza con
su cinta como un duplicado exacto dela cinta 1 de la méaquina M de k
cintas. La primera tarea de M’ es traducir el contenido de su cinta a un
formato que represente las k cintas de M. Para lograrlo, M’ ejecuta los
pasos siguientes:

|| A1

Al. Desplaza el contenido de la cinta una celda a la derecha por
mediode — R, S,L, (lacabezaquedara sobre la segunda celda
de la cinta).

A2. Muevelacabezaunaceldaala izquierda (es decir, haciala celda
del extremo izquierdo de la cinta), escribe la marca especial #
y luego mueve la cabeza una celda a la derecha (aqui se supone
que #no es un simbolo de cinta de M, sino que se emplea para
marecar el final de la cinta. Si se lee durante la simulacién de M,
sabemos que M sobrepasé el extremo de su cinta).

A3. Repite los pasos siguientes hasta que el simbolo reemplazado
en el paso b sea un espacio en blanco.

a. Mueve la cabeza de la cinta una celda a la derecha.
b. Reemplazael simbolo actual, digamos x, con el simbolo de
cinta que representa a la tupla (x, A, A\, A, -+, A, D).

A4. EjecutaL,,locual moveralacabezaderegresoala segunda celda
de la cinta. Sustituye el espacio en blanco de esta celda con el
simbolo de cinta que representaala tupla (A, 1,A,1, -+, A, 1).

>
w

BB b bbb X
BB PBPbx<
[ > > >
[ =

2

Después de ejecutar estos pasos, M’ habra traducido su cintaa un
formato de cintas muiltiples, marcado el extremo izquierdodela cinta -
con el simbolo # y devuelto su cabeza a la tupla que representa las
celdas del extremo izquierdo de las k cintas de M (véase Fig 3.14).

La tarea de M’ seria ahora simular las acciones de M hasta que M
se detenga o termine anormalmente. Por supuesto, para simular una

B bbb b X <

g~ S

P > > P >
[ > > > >

E'S
el el e sl

Figura3.14 Conversién de una cinta tnica a un formato de tres cintas
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transicion de M se requiere una secuencia de pasos en M’. Disefiamos
M’ de manera que cada secuencia comience en un estado especial,
llamado estado compuesto, que refleje el estado actual de M asi como
la coleccién de ksimbolos de las celdas actuales de las cintas de M. Asi,
cada estado compuesto es conceptualmente una K+1-tupla, donde el
primer componente es un estado de My los restantes son simbolos del
alfabeto de M.

Construimos M’ de forma tal que hallarse en el estado compuesto
(p.x,,x,, "+ x) correspondaa que M se encuentre en el estado p con los
simbolos actuales x,, x,, **+ x,. A partir de dicho estado, M’ ejecutard
una secuencia de pasos disefados para simular cada transicion que
ejecutaria M en la situacién correspondiente (observe que esta transi-
cion es determinada en forma tinica por el estado compuesto. De esta
manera, la decisién de cuél sera la siguiente transicién que se ejecute
no se realiza dindmicamente durante el proceso de simulacion, sino
que se determina antes de la ejecucion, durante la construccion de la
maquina). Una vez que se ha ejecutado la secuencia de simulacién de
la transicion, M’ se desplazara al estado compuesto que corresponda
alasituacién donde se encontraria M después de ejecutar la transicion
individual.

Para establecer la base de este proceso de simulacién, refinamos el
paso A4 anterior para que deje a M’ en el estado compuesto que
representa a la k+1-tupla (1, &, A, +++, 2\), donde 1 es el estado inicial
de M. Asi, después de terminar con el paso A4, M’ se hallara en el
estado compuesto asociado al estado inicial y a los simbolos actuales
de M, dispuesta a iniciar el proceso de reconocimiento de la cadena.

Para simular la ejecucion de la transicion T de M, M’ ejecuta los
pasos Bl a B3, donde empleamos la notaci6n j_ para representar el
niamero de la cinta que se veria afectada por la transicion t (recuerde
que una transicion de la maquina de Turing de varias cintas afecta
s0lo a una de las cintas de la maquina).

e
=“DDE>NDx<
BB =XxDN
BEb< Db

— | BB B DB
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[ > > S
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£
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Bl. Mueve la cabeza a la derecha hasta que el componente 2j_ de
la tupla en la celda actual sea 1 (es decir, encuentra la posicion
de la cabeza asociada con la cinta j_).
B2. a. Sila transicion T es una operacion de escritura, modifica el
componente 2j_— 1 segiin se indique.
b. Si la transicién T es un movimiento hacia la derecha, reem-
plaza con un espacio en blanco el 1 del componente 2j_ de la
celda actual, mueve la cabeza una celda a la derecha y
cambia de espacio en blanco a 1 el componente 2j_de la
tupla, que alli se encuentra (si en lugar de una tupla
detecta un espacio en blanco al moverse a la derecha,
reemplaza éste con la 2K-tupla (A, A, A, A, =+, AN)
antes de escribir el 1).

BBDbBDb =X
=D DbBNDPB<
BB XxDBN
BDb=x<Dbb

— | DD DB

Figura3.15 Simulacién con una sola cinta de una maquina de Turing de
tres cintas que ejecuta una operacion de movimiento hacia
la derecha en su segunda cinta
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c. Silatransiciontes unmovimiento hacialaizquierda, reempla-
za con un espacio en blanco el 1 del componente 2j_de la celda
actual, se mueve una celda a la izquierda y cambia de espacio
enblancoa1el componente?2j_delatuplaqueallise encuentra
(si enlugar de una tupla detecta el simbolo # al moverse hacia
laizquierda, mueve la cabeza de nuevo hacia la izquierda; esto
ocasionara que M’ abandone los célculos, como lo haria M).

B3. Utilizando como guia la marca especial # del extremo izquierdo
de la cinta, devuelve la cabeza a la segunda celda de la cinta y
pasa al estado compuesto de M’ que refleje la configuracion de

M después de ejecutar la transicion T.

Como ejemplo, la figura 3.15 presenta la simulacién de una ma-
quina de tres cintas que mueve la cabeza de su segunda cinta una
celda hacia la derecha.

Si la ejecucion de B1 a B3 conduce a un estado compuesto cuyo
primer componente es el estado de parada de M, se han detenido los
calculos que se simulan. Por esto disefiamos M’ de manera que
también se detenga.

Al construirse de esta manera, M’ tinicamente simula las activida-
des de My, por lo tanto, acepta una cadena si y s6lo si M la hubiera
aceptado. Por consiguiente, la mdquina M’ de cinta tnica acepta
exactamente el mismo lenguaje que la mdquina M de varias cintas.

Entre otras cosas, el teorema 3.1 refuerza nuestra confianza en la tesis de
Turing. Al ampliar el potencial de los autématas finitos con la adicién de me-
moria para obtener la clase de los autématas de pila, podemos vernos tentados
aampliarlas méquinas de Turing de manera parecida. Sin embargo, el teorema

3.1 indica que esto no produciria un aceptador de lenguajes mas poderoso. -

Podriamos modelar cualquier dispositivo de memoria que se qusiera agregar
a una méaquina de Turing mediante cintas adicionales, y por el teorema 3.1
sabemos que estas cintas adicionales no mejorarian el potencial de reconoci-
miento de lenguajes de la maquina. Por lo tanto, no podemos contradecir la
tesis de Turing afiadiendo memoria a las maquinas de Turing.

Otro fen6meno que apoya la tesis de Turing es que no se obtiene ningin
poder de reconocimiento adicional si se introduce el no determinismo en el
tratamiento de las maquinas de Turing. Nuestro primer paso para apoyar esta
afirmacion es presentar el concepto de una maquina de Turing no determinista.

Méquinas de Turing no deterministas

Una méquina de Turing no determinista es similar a una maquina de Turing
tradicional; la diferencia es que quizd una maquina no determinista no se
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encuentre completamente definida o, lo que es mds importante, puede que
ulrezca mds de una transicion aplicable a un par estado-simbolo. Si una
miquina de Turing no determinista llegara al par estado-simbolo actual sin
(Jue existiera una transicion aplicable, la maquina abandonaria los célculos. Si
una maquina de Turing no determinista llegara al par estado—simbolo actual
tlonde puede aplicarse mas de una transicién, la maquina llevaria a cabo una
wleccion no determinista y proseguiria con sus cdlculos mediante la ejecucién
tle una de las opciones aplicables.

En resumen, una maquina de Turing no determinista se puede definir
tomo una sexteta (S, I, I, m, 1, h), lo mismo que una maquina de Turing
determinista, excepto que el cuarto componente es un subconjunto de ((S - {h})
%I x (S x(T'U{L, R})) envez de una funcién de (S—-{h})xT'a S x(I"U {L, R}).
Iin este contexto, es evidente que las maquinas de Turing no deterministas
forman una clase de mdquinas que contiene propiamente a las maquinas de
Turing tradicionales (deterministas) que hemos analizado hasta ahora.

Decimos que una mdquina de Turing no determinista M acepta una
cadena w si es posible que M llegue a su estado de parada después de iniciar
sus cdlculos con la entrada w. Decimos posible ya que reconocemos que en
¢l caso de una maquina no determinista, no alcanzar el estado de parada en
un intento particular podria ser el resultado de una mala decision de la
mdquina, mas que de una cadena de entrada impropia. Definimos como
lenguaje L(M) a la coleccién de todas las cadenas aceptadas por la maquina
de Turing no determinista M. Asi, una cadena w se encuentra en L(M) siy
#6lo si M dispone de opciones que le permitan alcanzar el estado de parada
al recibir la entrada w.

Puesto que la maquina de Turing no determinista es una generalizacién de
la mdquina de Turing tradicional, puede aceptar todo lenguaje queacepta una
médquina tradicional. Lo que resulta m4s interesante es que, como lo muestra
¢l teorema siguiente, las méquinas de Turing no deterministas son incapaces
de aceptar mds lenguajes que las deterministas. Por lo tanto, como sucede con
los autématas finitos, la introduccién del no determinismo no aumenta el
potencial de reconocimiento de lenguajes de las maquinas de Turing.

TEOREMA 3.2
Para cada maquina de Turing no determinista M, existe una maquina
de Turing determinista D tal que L(M) = L(D).

DEMOSTRACION

Suponga que M es una maquina de Turing no determinista que acepta
el lenguaje L(M). Debemos mostrar la existencia de una maquina de
Turing determinista que acepte el mismo lenguaje. Esto se logra de ma-
nera indirecta, mostrando que existe una maquina de Turing
determinista de tres cintas M’ tal que L(M) = L(M’) y, por el teorema
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3.1, debe existir una maquina de Turing tradicional (determinista, de
cinta tnica) que acepte L(M).

Diseflamos M’ para que pruebe de manera sistemética todas
las opciones posibles para la mdquina determinista M, con el
objetivo de encontrar una combinacion que lleve a la aceptacién
de la cadena de entrada. Se emplean las tres cintas de M’ de la
manera siguiente: la primera cinta contiene la cadena de entrada
queseevalia; la segunda cinta se emplea como “cinta de trabajo”
en donderepetidamente M’ copia la versiénintacta de la cadena de
entrada y luego, usando esta copia, simula una secuencia de tran-
siciones de M; la tercera cinta sirve para llevar el control de la
secuencia de transiciones (de M) que se aplica, asi como las secuen-
cias que ya se han simulado.

El proceso de copiado de la cadena de entrada de la cinta 1 en
la cinta 2 implica dos aspectos sutiles, pero importantes. En primer
lugar, M’ debe desplazar la cadena una celda hacia la derecha
durante el proceso de copiado. Es decir, hay que colocar el conte-
nidodelaceldaunodelacinta1enlaceldados delacinta2,lacelda
dosdelacinta1vaalaceldatres dela cinta 2, etcétera. Esto permite
que M’ coloque un simbolo especial en la celda del extremo
izquierdo de su segunda cinta, lo que a su vez permite que M’
detecte una terminacién anormal de M sin abortar sus propios
calculos. Si la secuencia de transiciones que se simula ocasiona
que M rebase el extremo de la cinta, M’ detectard esta marca
especial, notard que la secuencia actual no es productiva y comen-
zard el proceso de evaluacion de otra secuencia.

El segundo aspecto que estd presente en el proceso de copiado
es que M’ debe colocar una marca especial en el extremo derecho de
la cadena de su segunda cinta. Si esta marca se detecta al simular
las transiciones de M, se desplaza hacia la derecha. Asi, cuando
M’ necesita borrar esta cinta antes de comenzar otra simulacion,
sOlo tiene que borrar hasta esta marca especial.

Por dltimo, debemos indicar como M’ lleva el control de la
simulacion de las secuencias de transiciones de M. La idea es
bastante sencilla. En primer lugar, rotule cada uno de los arcos
del diagrama de transiciones de M con un simbolo tnico. Si
existieran s6lo cinco arcos en el diagrama, se podrian emplear
los digitos 1,2, 3,4 y 5. Luego, construya un componente en M’
que genere todas las cadenas de estos simbolos en forma siste-
matica utilizando la cinta 3 (como modelo, véase Fig 3.10). Cada
una de estas cadenas representa una secuencia de transiciones y,
a final de cuentas, estara representada cada una de las transicio-
nes posibles. '

Al utilizar este generador de secuencias interno, las actividades
de M’ se llevan a cabo de la siguiente manera:
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1. Copia la cadena de entrada de la cinta 1 a la cinta 2, en la forma
antes descrita.

2. Genera la siguiente secuencia de transiciones en la cinta 3.
3. Simula esta secuencia con la cinta 2.
4. Si esta simulacién conduce a un estado de parada de M, se

detiene. De lo contrario, borra la cinta 2 y regresa al paso 1.

En resumen, no podemos ampliar el potencial de reconocimiento de

lenguajes de las maquinas de Turing afiadiendo cintas o introduciendo un
tomportamiento no determinista, observacién que apoya la tesis de Turing.
listo nos puede llevar a la conjetura de que la clase de lenguajes aceptados por
miquinas de Turing representa el final de nuestra jerarquia de lenguajes que

« las méquinas pueden teconocer y, por lo tanto, son de importancia para
nuestro estudio. Por esto, en las secciones siguientes nos dedicaremos a
Aprender mds acerca de esta clase de lenguajes.

ljercicios

a. Disefie una maquina de Turing que acepte el lenguaje X*, donde X = {x, y}.
b. Disefie una maquina de Turing que acepte el lenguaje @.

Muestre que una miquina de Turing se puede modificar para que evite una
terminacion anormal pero a la vez acepte las mismas cadenas que antes.

Muestre que si se permite en una maquina de Turing de varias cintas que las
transiciones individuales afecten a mas de una cinta, entonces no aumenta el
potencial dela maquina. En otras palabras, muestre que cualquier transicién
que opera sobre mas de una cinta se puede simular con una secuencia de
transiciones que operan cada una en una sola cinta.

Muestre que cualquier cilculo de una “méquina de Turing” cuya cinta se
extiende infinitamente hacia la izquierda y hacia la derecha se puede
simular con una médquina de Turing de dos cintas y, por lo tanto, con una
maquina de Turing tradicional.

.;5.4 LENGUAJES ACEPTADOS POR MAQUINAS DE TURING

En la seccion anterior analizamos los rudimentos de las maquinas de Turing
como aceptadores de lenguajes, y denominamos lenguajes aceptados por
maquinas de Turing a los lenguajes que dos aceptan. En esta seccién describi-
remos con mayor detenimiento esta clase de lenguajes.



172 CAPITULO3 MAQUINAS DE TURING Y LENGUAJES ESTRUCTURADOS POR FRASES

Comparacién entre lenguajes aceptados por maquinas de Turing
y lenguajes estructurados por frases

En el capitulo 1 presentamos las gramaticas estructuradas por frases y

analizamos c6mo una gramética de este tipo define un lenguaje que consiste

en las cadenas de terminales generados por la gramitica. Al restringir las
formas de las reglas de reescritura disponibles, hemos podido identificar
clases de graméticas que generan lenguajes regulares e independientes del
contexto. Ahora queremos considerar las gramiticas estructuradas por
frases que no tienen restriccion alguna en cuanto a sus reglas de reescritura.
Asi, tanto el lado izquierdo como el derecho de las reglas de reescri-
tura pueden consistir en cualquier cadena finita de terminales y no terminales,
siempre y cuando exista por lo menos un no terminal en el lado izquierdo.

Los lenguajes que generan estas gramaticas se conocen como lenguajes
estructurados por frases. Estos son los lenguajes que pueden definirse
“gramaticalmente”, en el sentido de que sus estructuras de cadenas se pueden
analizar empleando una jerarquia de estructuras de frases. Puesto que las
gramaticas regulares y las independientes del contexto son casos especialesde
las gramaticas sin restricciones, los lenguajes que las primeras generan estan
contenidos en la clase de los lenguajes estructurados por frases. Ademds, la
figura 3.16 muestra una gramatica sin restricciones que genera el lenguaje
{x"y"z": n € N}, el cual, como ya sabemos, no es independiente del contexto. Por
ello, los lenguajes estructurados por frases constituyen una clase delenguajes
més extensa que la de los independientes del contexto.

En esta seccion, nuestro objetivo es caracterizar a los lenguajes estructura-

dos por frases como aquellos que las mdquinas de Turing pueden aceptar. Es
decir, los lenguajes estructurados por frases son precisamente los lenguajes acepta-
dos por miquinas de Turing. Esto se demostraré en dos etapas. Primero, en el
teorema 3.3 mostramos que todo lenguaje aceptados por maquinas de Turing
es un lenguaje estructurado por frases; luego, en el teorema 3.4 mostramos que
todo lenguaje estructurado por frases es aceptados por miquinas de Turing.

La demostracién que daremos para el teorema 3.3 se basa en la construc-
ci6n de una gramatica que genera el mismo lenguaje que el aceptado por una
méquina de Turing determinada. Esta construccion requiere un sistema de
notaci6n para representar la configuracion total de una maquina de Turing en
cualquier etapa de sus calculos. Al emplear este sistema, el contenido de la

S — xyNSz
S—> A

yNx — xyN
yNz — yz
yNy — yyN

Figura3.16 Gramatica que genera el lenguaje {x"y"z": n € N}
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cinta de la maquina se representa como una cadena de simbolos de cinta
encerrados entre corchetes. Primero representamos con [ el extremo izquierdo
de la cinta, luego presentamos la cadena de simbolos que se encuentran en la
cinta, comenzando por la celda del extremo izquierdo e incluyendo por lo
menos un espacio en blanco después del dltimo simbolo distinto de un espacio,
y por ultimo cerramos la representacién con ]. De esta manera, una cinta que
contiene Axxyx/ AA/A-++ se podria representar como [Axxyx/AA] o quizas co-
mo [Axxyx AAAAAA), y a una cinta que contiene AAAXAYXAXANN: =
omo [AALXAYxAXAA].

Para completar la representacion de la configuracion de la maquina,
insertamos en nuestra representacion de la cinta el estado actual justo a la
izquierda del simbolo actual. Asi, sip fuera un estado de la mdquina, entonces
[Axpxyxx/\] representaria la configuracion en la cual p es el estado actual y la
configuracion de la cinta es AxxyxxAAA---. De manera parecida, [pAxyA]
representaria a la maquina en el estado p con la configuracion AxyAA---.
(Podemos suponer que los simbolos empleados para representar los estados
de la maquina son distintos de los simbolos de cinta de la maquina.)

La importancia que para nosotros tiene esta notacion es que nos ofrece un
medio para expresar los cilculos de una maquina de Turing como secuencia
de cadenas de simbolos, donde cada cadena representa la configuracién de la
maquina en un instante determinado de los calculos. Asi, si la maquina acepta
cadenas deteniéndose con la cinta configurada como AYAAA-+-, entoncesel

y/R x/A

x/R AlL

2

AlL AR
\;IR Ay

D-\?\ [tAxxyA] 2
G)/( [AlxxyA]
[AxIxyA]
o [AxxiyA] @

[AxxypA]
[AxxqyA]
[AxxrA]
[AxgxA]
[AxrA]
[AgxA]
[ArA]
[qA]
[AsA]
[AtYA]
[hAYA]

Figura3.17 Diagrama de transiciones parcial para una maquina de Turing y la

secuencia de configuraciones que produce al procesar la cadena xxy
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proceso de aceptaci6n de la cadena w se podria resumir como la secuencia de
configuraciones de la miquina que comienza con [lAwA] y termina con
[KAYA],dondety h representan los estados de inicio y parada dela méquina,
respectivamente.

La figura 3.17 muestra una miquina de Turing que acepta el lenguaje {x"y™:
me N,n € N*}ylasecuenciade configuraciones que produceal procesar lacadena
xxy. Esta secuencia comienza con una configuracion que contiene la cadena de
entrada y termina con la configuracion [1AYA]. Asi, al leerla de atrds hacia
adelante obtenemos la secuencia que conduce de la configuracion [hAYA]
a una configuracién que contiene la cadena de entrada; esta secuencia es

bastante similar a una derivacién de la cadena. De hecho, si construyéramos

una gramatica en la cual toda derivacion tuviera que comenzar con el patrén

[RAYA] y cuyas reglas de reescritura simularon la accién inversa de una |

transicion de la maquina, entonces estariamos en camino de construir
una gramética que generara las cadenas aceptadas por lamaquina. Este
es el enfoque que usaremos para demostrar el teorema 3.3.

TEOREMA 3.3
Todo lenguaje aceptados por maquinas de Turing es un lenguaje
estructurado por frases.

DEMOSTRACION

Nuestra tarea es mostrar que para cualquier lenguaje L aceptados por
maquinas de Turing existe una gramética estructurada por frases que
genera L. Para esto seleccionamos una maquina de Turing M que
acepte cadenas solo deteniéndose con su cinta configurada como
AYAANA-++ y para la cual L(M) = L.

A partir de esta méquina definimos una gramdtica G dela manera
siguiente: los no terminales de G se definen como S (el simbolo inicial
dela gramitica), [, ], los simbolos que representan los estados de M,
y los simbolos de cinta de M, incluidos A y Y. Los terminales de G
son los simbolos del alfabeto de M.

La tinica regla de reescritura que contiene el simbolo inicial es la regla

S - [hAYA]
Esta regla garantiza que cualquier derivacién basada en esta grama-
tica comenzari al final de alguna secuencia de configuraciones de la
maéquina. También introducimos la regla

Al AN

que permite que unaderivacionampliela cadena [t AY A]acualquier
longitud que se desee.
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A continuacién, introducimos reglas de reescritura que simulan
transiciones a la inversa. Para cada transicién de la forma 8(p, x) = (4, ¥)
introducimos la regla de reescritura

qy > px

(De esta manera, [Azqy/A] puede reescribirse como [AzpxA], lo
cual refleja que si la configuracion de M fuera [AzpxA], la aplicacion
de 8(p, x) = (g, y) desplazaria M hacia [AzqyA].)

Para cada transicion de la forma 8(p, x) = (4, R), introducimos la
regla

xq — px

(P. &j., [Axqyz/\] se podria reescribir como [A pxyz A].)
Para cada transicion de la forma 8(p, x) = (4, L) y cada simbolo de
cinta y de M, introducimos la regla

qyx — ypx

(Asi, [Aqyx/ A] se podria reescribir como [AypxA A].)

La lista de reglas de reescritura de G se completa introduciendo
tres reglas que permiten que una derivacién elimine los no terminales
[,1, A y]en ciertas circunstancias. Estas reglas son

A - A
VAVAN SR WA |

Al- A

(Por consiguiente, si una derivacién produjera la configuracion inicial
[\AxyxAAA), podria eliminar los no terminales para producir la
cadena xyx.)

Por tiltimo, planteamos que L(M) = L(G). Si w fuera una cadena de
L(M), existiria una secuencia de configuraciones de M que comenzaria
con [tAwA] y terminaria con [1AYA]. Por lo tanto, podemos produ-
cir una derivacion de la cadena w de la forma

S = [IAYA] = - = LAwA]l =2 wA] = w

Comenzamos por aplicar la regla S — [1AYA] y luego la regla A] —
A\ ] repetidamente hasta que la cadena [”AYA A+ +:/A] sea tan larga
como cualquier configuracion de la secuencia que represente los cilcu-
los de M. Después aplicamos en orden inverso las reglas de reescritura
correspondientesa las transiciones de lasecuenciade configuraciones
original. Esto producird el patron LAwWA A-+A], el cual podemos
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reducir awaplicando las reglas A A] - A], A] - A, y LA - A. Como
resultado, w estaria en L(G) (como ejemplo, la figura 3.18 presenta la
derivacion que corresponde ala secuencia de configuraciones propor-
cionadas en la figura 3.17).

A lainversa, si tuviéramos una cadena en L(G), su derivacién daria
origen a una secuencia de configuraciones que mostrarian a su vez
cémo podria aceptar M la cadena. Asi, cualquier cadena de L(G)
también se encuentra en L(M).

El siguiente teorema es lo tinico que nos falta para justificar nuestra
afirmacion de que los lenguajes estructurados por frases son exactamente los
lenguajes aceptados por maquinas de Turing.

TEOREMA 3.4
Todo lenguaje estructurado por frases es un lenguaje aceptados por
maquinas de Turing.

DEMOSTRACION

Comenzamos por observar que al aplicar la demostraci6n del teore-
ma 3.1 a una mdquina de Turing no determinista de varias cintas se
produciria una maquina no determinista de cinta tinica que acep-
taria el mismo lenguaje que la maquina con varias cintas (es posible
que la transicién por simular de un estado compuesto de la forma
(p.x,,x,, *+ x,) yano esté determinada en forma tinica, pero entonces
se conocerdn todas las opciones antes de la ejecucion y, por tanto,
podrén incorporarse al autémata permitiendo el no determinismo).
Asi, para cualquier maquina de Turing no determinista M de varias
cintas existe una maquina de Turing M’ de una sola cinta tal que L(M)
= L(M’). Tal observacién nos permite demostrar este teorema mos-
trando que para cada gramitica G existe una maquina de Turing no
determinista N de dos cintas tal que L(G) = L(N). Después, N se podria
simular con una miaquina de Turing no determinista de cinta tinica
(por la observaci6n anterior), la cual podria ser simulada a su vez por
una mdquina de Turing convencional (segtin el Teorema 3.2).

A continuacién observamos que una maquina de Turing puede
realizar cualquier regla de reescritura de la gramatica. Es decir, si una
cadena de simbolos v aparece en algiin lugar de la cinta de la maquina
y la gramética contienelaregla v — w, donde w representa una cadena
(posiblemente vacia) de terminales y no terminales, entonces la m4-
quina puede reemplazar la cadena v por la cadena w aplicando
operaciones de escritura y de desplazamiento hacia la izquierda y
hacia la derecha.
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S = [hAYA]
= [hAYAA]
> [hAYAAA]
> [AtYAAA]
= [AsAAAA]
= [qAAAAA]
= [ArAAAA]
= [AgxAAA]
= [AxrAAA]
= [AxgxAA]
> [AxxrAA]
> [AxxqyA]
> [AxxypA]
=> [AxxlyA]
= [AxIxyA]
= [AlxxyA]
= [tAxxyA]

> xxyA]
> xy

Figura3.18 Derivacion de la cadena xxy correspondiente a la

secuencia de configuraciones de la figura 3.17

Construimos ahora una mdquina no determinista de dos cintas
que opera de la siguiente manera: utiliza la cinta 1 para almacenar
la cadena de entrada por evaluar. Escribe el simbolo inicial de la
gramadtica en la cinta 2. Luego aplica repetidamente y de manerano
determinista las reglas de reescritura a la cadena de la cinta 2
(decimos “de manera no determinista” ya que puede existir mds de
una regla aplicable en un momento determinado). Si el contenido
de la cinta 2 se convierte en una cadena con sélo terminales,
compara esta cadena con la cadena de entrada que estd almacenada
enla cinta 1. Si ambas cadenas son idénticas, la mdquina se detiene;
de lo contrario, mueve una de las cabezas hacia la izquierda hasta
que ocurra una terminacién anormal.

En resumen, este proceso unicamente emplea la cinta 2 para
calcular una derivacion con base en las reglas de la gramatica. Si la
cadena de entrada se puede derivar de la gramitica, entonces es
posible que esta cadena sea la producida en la cinta 2. En este caso,
la maquina aceptara la entrada, deteniéndose. Sin embargo, si la
entrada no puede derivarse de la gramatica, la cadena producida
en la cinta 2 nunca podré ser igual a la de entrada, y seria imposible
que la maquina aceptara la cadena. Por consiguiente, el lenguaje
aceptado por la maquina es el lenguaje generado por la gramatica.
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Como resumen, los lenguajes y las miquinas estudiados hasta ahora
forman la jerarquia que se presenta en la figura 3.19.

Alcance de los lenguajes estructurados por frases

La equivalencia entre los lenguajes estructurados por frases y los lenguajes
aceptados por méaquinas de Turing significa que las maquinas de Turing se
pueden utilizar para estudiar el alcance de los lenguajes estructurados por:
frases. Esto es la esencia del teorema siguiente.

TEOREMA 3.5

Para cada alfabeto T existe al menos un lenguaje sobre ¥ que no es un
lenguaje estructurado por frases..

DEMOSTRACION

Sea L un lenguaje estructurado por frases del alfabeto 3. Entonces, por
el teorema 3.4, existe una maquina de Turing M tal que L(M) = L.
Comenzamos nuestra demostracion sefialando que existe una M
cuyos simbolos de cinta se eligen del conjunto £ U {A}.

Si M es la mdquina de Turing tal que L(M) = L y los simbolos de
cinta de M incluyen méds que ¥ U {A}, podemos construir otra
maquina de Turing M’ con simbolos decintade X U {A}, de modo que
L(M’) = L(M) = L. De hecho, sea x cualquier simbolo (distinto de
espacio en blanco) de X. Entonces, disponga en una lista los simbolos
distintos de espacios en blanco de M y represente cada entrada de la
lista con una cadena de x de longitud igual a la posicién del simbolo

lenguajes estructurados por frases
(aceptados por maquinas de Turing)

lenguajes independientes del contexto
(aceptados por autématas de pila)

lenguajes regulares
(aceptados por autématas finitos)

Figura3.19 Jerarquia de maquinas y lenguajes
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en esta lista (el primer simbolo se representa con x, el segundo con xx,
etc.). Asi, cada uno de los simbolos de la cinta de M que no sea un
espacio en blanco, y por consiguiente también cada simbolo del
alfabeto de M’, se representa con una cadena de x tunica. De esta
manera, siempre es posible representar el contenido de la cinta de M
por medio de cortas cadenas de x separadas por espacios en blanco (un
espacio en blanco de la cinta de M se codificaria como dos espacios
consecutivos, es decir, una cadena de x vacia).

Ahora construya M’ para que traduzca su entrada a esta forma
codificada, simule las acciones de M y se detenga tinicamente si M se
detiene. Asi, M’ aceptara exactamente las mismas cadenas que acepta
M, sin emplear més que los simbolos de cinta X U (A}

Concluimos que dado un lenguaje estructurado por frases de un
alfabeto ¥, existe una maquina de Turing con simbolos de cinta T U
{A} tal L(M) = L.

Lo que queda de nuestra demostracién es, en esencia, lo mismo que
la demostracion del teorema 1.1. Podemos generar de manera sistema-
tica una lista de todas las maquinas de Turing con simbolos de cinta X
U {A}, generando primero aquellas méquinas con s6lo dos estados
(recuerde que una maquina de Turing tiene cuando menos dos
estados), seguido por las que tienen tres estados, etcétera. Por lo tanto,
existe una cantidad contable de tales miquinas de Turing. Por otra
parte, existe una cantidad infinita de cadenas en X* y, debido a ello, es
incontable el niimero de lenguajes que se pueden formar a partir de X.
Por consiguiente, existen mas lenguajes basados en X que miquinas de
Turing con simbolos de cinta en £ U {A}. Asi mismo, deben existir
lenguajes basados en T que no son lenguajes estructurados por frases.

Aqui es donde comienza a complicarse la trama. Los teoremas 3.3,3.4y 3.5 i
nos dicen que existen lenguajes que no tienen bases gramaticales y ademas que \

las maquinas de Turing s6lo pueden reconocer aquellos lenguajes que si tienen
bases gramaticales. Si aceptamos la tesis de Turing de que las méquinas de
Turing engloban la esencia de cualquier proceso computacional, debemos
concluir que ningtin proceso algoritmico puede reconocer los lenguajes queno
tienen bases gramaticales.

Esta conclusién no sélo implica que existen lenguajes que no podemos
analizar sintdcticamente con un computador, sino ademas tiene ramificacio-
nes relacionadas con la bisqueda de sistemas que comprendan los lenguajes
naturales, un drea de granactividad en las investigaciones recientes. De hecho,
nos indica que en el desarrollo de un sistema de procesamiento de lengua-
Jes naturales existe el requisito de que el lenguaje que se procesa tenga
una estructura gramatical bien definida; si el lenguaje natural no cuenta
con esta estructura, no seremos capaces de procesarlo algoritmicamente.
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35 MAS ALLA DE LOS LENGUAJES ESTRUCTURADOS
POR FRASES

I lemos demostrado la existencia de lenguajes que no estdn estructurados por
frases (0, 1o que es lo mismo, no sonaceptados por méquinas de Turing), pero
atin no identificamos explicitamente un lenguaje de éstos. Un objetivo funda-
mental de esta seccion es llenar este hueco; la presentacion de las maquinas
de Turing universales y la distincion entre lenguajes aceptables y decidibles
representan importantes extensiones de nuestro andlisis.

Sistema de codificacién de maquinas de Turing

PPara identificar un lenguaje que no es aceptados por maquinas de Turing (y
por lo tanto no es estructurado por frases) necesitaremos un sistema de
codificacién con el cual podamos representar las maquinas de Turing con
alfabeto ¥ y simbolos de cinta £ U {A} como cadenas que unicamente
contienen ceros y unos. Por ello, hacemos una pausa para presentar dicho
sistema antes de proseguir con el tema principal de la seccion.

Dada una médquina M por representar, nuestro sistema de codificacién
necesita que acomodemos los estados de M en una lista cuyo primer elemento
corresponda al estado inicial y el segundo al estado de parada. Con base en el
ordende esta lista, podemos hablar del primer estado de M, del segundo
estado de M y, en general, del estado j de M. Establecemos que el estado j
de M se representara con una cadena de ceros de longitud j. Asi, el estado
inicial estard representado por 0, el estado de parada por 00 y el siguiente
estado (si existe) por 000.

Luego, representamos los simbolos L y R, asi como los simbolos en X (los
simbolos de cinta de M distintos de espacio en blanco) como cadenas de ceros.
Esto se hace acomodando en una lista los simbolos de £y representando L con
0, R con 00, el primer simbolo de la lista con 000, el segundo simbolo con 0000
y, en general, el simbolo j con una cadena de ceros de longitud j + 2.

Si ahora establecemos que el simbolo del espacio en blanco se representara
con la cadena vacia, obtenemos un sistema en el cual podemos representar los
simbolos L y R, los estados de M y los simbolos de la cinta de M por medio de
cadenas de ceros. A su vez, esto nos permite representar cualquier transicion
de M como una cadena de ceros y unos. A fin de cuentas, se puede identificar

. cualquier transicion (que debe tener la forma §(p, x) = (g, ) con una cuadrupla
(p,x,4,y) dondep es el estado actual, x es el simbolo actual, g es el nuevo estado
y y es 0 bien un simbolo de cinta (si la transicion es una operaci6n de escritura)
o bien Lo R (si la transicion es una operacion de movimiento de la cabeza). De
esta manera, es posible representar toda la transicién como cuatro cadenas de
ceros separados por unos. Por ejemplo, la cadena 01000100100 representariala
transicion 8(1, x), = (h, R), donde x es el simbolo representado por 000 y h es el
estado de parada de la méquina. Puesto que un espacio enblanco se representa



182 CAPITULO3 MAQUINAS DE TURING Y LENGUAJES ESTRUCTURADOS POR FRASES

con la ausencia de ceros, la cadena 011001 representa la transicién §(1, A) =

(h, ), donde h es una vez mas el estado de parada de la maquina.

Observe que una lista de todas las transiciones disponibles para una
maquina de Turing con simbolos de cinta £ U {A} constituye una descrip-
cion completa de la maquina. Por lo tanto, cualquier miquina de este tipo se

puede representar como una lista de transiciones codificada. Adoptaremos la
regla convencional de afiadir un 1 al inicio y al final de la lista, y unsolo 1 para

separar las transiciones de la lista. Asi, la cadena 10110010001010001001001
(un 1 introductorio seguido por el cédigo de transicion 011001000, un 1
separador, el c6digo 01000100100 y un 1 final) representa la maquina con dos
transiciones, 8(1, &) = (h, x) y 8(1, x) = (h, R), que se muestra en la figura 3.20.

Al representar de esta forma una méaquina de Turing, establecemos que las

transiciones por incluir en la lista tendran el orden siguiente: primero presen-
tamos todas las transiciones que surgen del estado 0 (el inicial), luego las que

se originan del estado 000, seguidas por las que tienen su origen en el estado
0000, etc., hasta incluir todos los estados donde pueden originarse transicio-
nes. Las transiciones correspondientes a un estado seacomodan de acuerdo
con el simbolo que se requiere en la celda actual de la cinta, comenzando
por la transicion que requiere un espacio en blanco como simbolo actual,
luego la transicion que requiere el simbolo con cédigo 000, después la
transicion cuyo simbolo actual es 0000, etcétera. Esta uniformidad hace
mads féacil evaluar una cadena de ceros y unos para ver si constituye una
representacion vdlida de alguna maquina de Turing (determinista y, por lo
tanto, completamente definida).

Un lenguaje no estructurado por frases

Al emplear esta forma de codificacién, encontramos que cada maquina de
Turing con alfabeto X y simbolos de cinta ¥ U {A\} se puede representar como
una cadena de ceros y unos, la cualasuvez puede interpretarse como un entero

Alx

. -
x/R

b. 10110010001010001001001

Figura 3.20 a. Maquina de Turing sencilla
b. La misma maquina en forma codificada
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no negativo escrito en binario. Es mas, si contdramos en binario ll_egariamo‘s.en
algin momento al patron que representa una maquina de Turing espelefxca
cualquiera con simbolos de cinta X U {A}. Por supuesto, las representaciones
binarias de muchos enteros no negativos no corresponden a representa-
ciones de maquinas validas. Establezcamos que cada uno de estos enteros se
asociaré con la sencilla maquina que se muestra en la figura 3.21. Asi, tenemos
entonces una funcién de N sobre las maquinas de Turing con alfabeto X y
simbolos de cinta ¥ U {A}. Empleamos la notacién M, para representar la
méquina que esta funcion relaciona con el entero i.

=
Con base en esta funcién podemos construir otra, esta vez de £* sobre la |

coleccion de méaquinas de Turing con alfabeto X y simbolos de cinta X U {A}.
Basta conasociar unacadenawde*conlamiquinaM, ,, ,donde | w | representa
la longitud de w. A fin de hacer mas sencilla esta notacién, utilizamos M,, para
representar la miquina asociada a w por medio de esta funcion.

Observe que los simbolos de w también se encuentran en el alfabeto de M,,,
por lo que tiene sentido aplicar M, a la cadena de entrada w. Definimos que el
lenguaje L, es el subconjunto {w: M, no acepta w} de £*; una cadena w de.):" se
halla en L, si y s6lo si ésta no es aceptada por su maquina M, conespoqd iente.

Ahora nuestra tarea es mostrar que L, no es aceptado por maquinas de
Turing. Para esto, mostramos que se llega a una contradiccion si se supone lo
contrario. Si L, fuera aceptado por alguna mdquina de Turing, utilizando un
argumento similar al de la demostracién del teorema 3.5 podemos suponer
queel alfabeto dela maquina es Ly su conjunto de simbolos decintaes XU (A}
Asi mismo, L, debe ser aceptado por M, para alguna cadena w, en X* (toda
méquina de Turing con alfabeto X y simbolos de cinta £ {A\} es M, para una
w de =*). Por lo tanto, L, = L(M,, ).

Ahora nos preguntamos si fa cadena w,existeonoenL(M,, ) (tieng que
estar o no estar), pero, como veremos en un momento, ambas opciones
nos llevan a contradicciones. Con base en la definicién de L, sabemos que
w,€ L(M, ) implicaquew, & L,y quew, & L(M,,) implica quew, € L,.Sin
embargo, como L, = L(Mwo), ambos enunciados son contradictorios. En
vista de esta paradoja, debemos concluir que nuestra conjetura conrespecto
ala aceptacion de L, es falsa; en otras palabras, el lenguaje L,no es aceptado
por su maquina de Turing.

A

Figura3.21 Magquina de Turing sencilla
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Maéquinas de Turing universales

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que el complemento de L, el conjun
{w: M, acepta w}, es aceptado por maéquinas de Turing. Esto demostrara quel,
capacidad de una maquina de Turing para aceptar un lenguaje no es simétric

existen casos donde se puede construir una médquina de Turing que identifiqu
las cadenas de un lenguaje, pero no se puede construir una méquina de Turing
que identifique las cadenas que no est4n en el lenguaje.

Sin embargo, para mostrar que el complemento de L, es aceptadog’ por
maquinas de Turing, necesitamos presentar el concepto de mdquina de
Turing universal. Esta no es mas que una mdquina de Turing “programable”
que, dependiendo de su programa, puede simular cualquier otra maquina de
Turing. Deesta forma, las méquinas de Turing universales sonlos antepasados
abstractos de nuestros modernos computadores programables que leen y
ejecutan los programas almacenados en sus memorias. Es mas, las mdquinas
de Turing universales estdn disefiadas para ejecutar programas que se alma-
cenan en sus cintas.

Un programa para una maquina de Turing universal no es mas que una ver-
sion codificada de una maquina de Turing que lleva a cabo la tarea que se desea
ejecute la maquina universal. Suponga que queremos programar una miquina
de Turing universal para que desempenie una actividad especifica. Primero
disefiarfamos una maquina de Turing tradicional que realizara la tarea; luego
codificarfamos esta maquina como una cadena de ceros y unos, como yalo
hemos hecho. La cadena de c6digo seria el programa de la maquina universal.

El siguiente paso seria codificar los datos que se usarian como entrada para
los calculos deseados. Para esto recordamos que a cada simbolo de la cinta
distinto de espacio en blanco, correspondiente a la maquina que acabamos de
codificar, seleasigna un cdigo de tres o mas ceros. Por consiguiente, cualquier
cadena de estos simbolos se puede representar con la secuencia de codigos
adecuada. En esta secuencia separamos con un 1 los codigos adyacentes y
encerramos entre corchetes toda la secuencia, con un 1 en cada extremo (Fig.
3.22). Observe que la cadena vacia estaria representada por 11, una secuencia
vacia de codigos.

Después de codificar la maquina que se simulard y la cadena que servira
como entrada, colocamos estos codigos en la cinta de entrada de la maquinade
Turing universal, como se describe a continuacion. La celda del extremo
izquierdo permanece enblanco, luego se encuentra la version codificada de
la maquina que se simulara, seguida por la cadena de entrada codifcada
(la mdquina universal puede detectar la separacion entre la codificacion
de la maquina y los datos, ya que el c6digo de la maquina termina con un
1y el codigo de los datos comienza con 1. Para ser mads precisos, toda
transicion codificada debe comenzar con el codigo de un estado, lo que
requiere por lo menos un 0. Asi, es posible detectar el fin de la lista de
transiciones con la presencia de un c6digo de estado incorrecto. Véase Fig.3.23).
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—— corchetes de la cadena T

separadores de simbolos

\
100001000100000t
N

——

simbolo simbolo  simbolo
codificado codificado codificado

Figura3.22 Cadena de tres simbolos en forma codificada

Una vez que esta informacion se ha colocado en lal cintladdedlal t\;\j&:ﬁz
i i la méaquina sobre la celda de
universal, ubicamos la cabeza de r .
|zquierdo’ de la cinta y ponemos en marcha la maquina a partir dg su e:tlagg
Inicial. Partiendo de esta configuracion, la maquina de Turmg_’un(;ve.;rsdn-m
trae y simula las transiciones que encuentra en la primera p9rc1c(;n ; ela i
conforme manipula la cadena existente en la s.egunda porcion de 3 c1¥ r.in
Para ser mas precisos, podriamos visualizar una méc!uma e Tu alg
universal como una méaquina de tres cintas. La pnr?era cinta :: l:(S):\ tgner
los datos, asi como pa
almacenar el programa de entrada‘ y .
cualquier salicf;; la segunda cinta sirve como 4rea de trabajo, en la cuale::
manipulan los datos; y la tercera cinta se emplea para contener una repres

tacion del estado actual de la maquina simulada.

Esto no puede ser el inicio

de otra transicion, ya que esa
interpretacion produciria un
cédigo de estado invalido.

maquina codificada datos codificados

}

10110010001010001001001 1000100010001

simbolos

segunda

primera transicion Indi
transicion

Figura3.23 Maquina de Turingy sus datos en forma codificada
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La figura 3.24 describe tal maquina como una composicién de los
bloques de construccién de maquinas, descritos antes. Los exponentes se
emplean para indicar la cinta destino (por ejemplo, R! mueve una celda
hacia la derecha la cabeza de la cinta 1, mientras que R? mueve la cabeza de la
cinta 2). Las principales funciones de la maquina compuesta son: primero
encuentra el inicio de la cadena de entrada codificada, copia esta cadena a la
cinta 2 y coloca en la cinta 3 el codigo del estado inicial. Luego, prosigue con
labusqueda delas transiciones codificadas en la cinta hasta encontrar una que
sea aplicable. Una vez que encuentra esta transicion, la simula en la cinta 2 y
actualiza el c6digo de estado de la cinta 3 para reflejar el nuevo estado. Si el
estado simulado se convierte en el estado de parada, borra la cinta 1, copia
el contenido de la cinta 2 en la cinta 1, coloca la cabeza de la cinta 1 en el
lugar donde se encontraba la cabeza de la cinta 2 al llegar al estado de
parada, y se detiene.

Esta presentacion de una méquina de Turing universal se ha hecho en el
contexto de una maquina de tres cintas, pero sabemos que es posible simular

- cualquier maquina de Turing de tres cintas con una maquina de Turing que
s6lo tenga una. Consideramos entonces que una maquina de Turing universal
€s una maquina de una cinta denotada porT,.

Comparacién entre lenguajes aceptables y decidibles

Con el apoyo de una mdquina de Turing universal, ahora podemos cons-
truir una méquina de Turing que acepte el complemento del lenguaje L.
Comenzamos por construir una maquina de Turing M, que procese una
cadena de entrada w de $* de la siguiente manera:

1. Generaunacadena de ceros y unos querepresentea lamaquina M, (se
trata de un proceso bastante directo, yaque larepresentacion deseada
para M, es el codigo de la mdquina presentada en la figura 3.21 o
simplemente la representaci6n binaria de la longitud de w).

2. Coloca la cadena obtenida en la cinta de la madquina, seguida por la
version codificada de w.

Por lo tanto, se puede construir una mdquina que acepta el comple-
mento de L, formando la méquina compuesta— M, — T,. De hecho, dada
una cadena de entrada w, esta maquina de Turing aplicaria M, awyse
detendria si y s6lo si se encontrara que M, acepta w (véase Fig. 3.25). Asi,
acepta precisamente el lenguaje L, = {w: M, acepta w), el cual es el
complemento de L,

Hemos confirmado entonces queno es obligatorio que el complemento de
un lenguaje aceptadog’por méquinas de Turing sea también aceptadogpor
maquinas de Turing: L, lo es, no asi su complemento L. Esta falta de simetria
no es un simple hecho curioso, sino que tiene repercusiones considerables. En
nuestro caso, quiere decir que la capacidad para aceptar un lenguaje no es
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encuentra el inicio

de los datos copia datos a la cinta 2

|
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Figura3.24 Maquina de Turing universal (continia en la pagina siguiente)
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e escribe un espacio en blanco
bt o oy o o o b

1 L e i i T I sl ey 2 Ll Sl
se mueve hacia la izquierda
Ty, T Rk o Sk e T e ail e T i
o 1! | . 12 |
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Figura 3.24  (continuacién)

simétrica con la capacidad para rechazar su complemento. Existe un lenguaje -
L para el cual podemos construir una méquina de Turing que responda
afirmativamente al recibir entradas de L, pero no se puede construir una
médquina de Turing que responda afirmativamente para todas las cadenas que
estin en L y negativamente en el caso de todas las demas. Se dice que aquellos
lenguajes donde si se cumple esta condicion son lenguajes decidibles por
méguinas de Turing (0 s6lo decidibles), ya que una méquina de Turing puede
decidir si una cadena se encuentra o no en el lenguaje, en vez de s6lo aceptar
las c.:adenas que pertenecen al mismo (empleando términos menos formales
decimos que la miquina de Turing decide el lenguaje en vez de ﬁnicamenté
aceptarlo). En resumen, el lenguaje L, que antes definimos es aceptable, pero
no decidible. i
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revisa si se trata del estado de parada

( \7- el estado actual es el de parada

copia la cinta 2
en la cinta 1

ubica la cabeza |
de la cinta 1 | £ |
y se detiene [

Figura3.24 (continuacién)

Para obtener ejemplos de lenguajes decidibles s6lo tenemos que volver a

los lenguajes independientes del contexto, todos los cuales son decidibles. Para

sustentar esta afirmacion, bosquejemos una técnica general para construir una
méquina de Turing que decida un lenguaje independiente del contexto dado.
Suponemos que L es un lenguaje independiente del contexto y que G es una
gramatica independiente del contexto, con simbolo inicial S,que genera L—{A}
y que se halla en forma normal de Chomsky. Entonces, dada una cadena w,
podemos decidir si w € L ejecutando el proceso siguiente.

Siw = A, responda si 0 no dependiendo desiA € L.Siw #A, registre los no
terminales de G como encabezamientos de las columnas de una tabla y llene
la porcion de la tabla bajo estos encabezamietos como se describe a continua-
ci6n: bajo cada no terminal, registre todas las cadenas de terminales de
longitud uno que pueden derivarse del no terminal; esto no es mas que la
coleccién de terminales que aparecen en el lado derecho de una regla de
reescritura cuyo lado izquierdo es el no terminal en cuestion (silas reglas N —
xy N—syestanen G, entonces registrelacadenas xy y bajo el no terminal N). Para
construir la segunda fila de la tabla, registre bajo cada no terminal las
cadenas de terminales de longitud dos que pueden derivarse de dicho no
terminal (si N = PQes una regla de G, registre en la columna N las cadenas
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Al llegar a este punto,
la cinta de la maquina
contiene la cadena de

Al llegar a este punto, la cinta de
la maquina contiene una cadena

entrada w. de Ceros y unos que consiste en la
, version codificada de M, seguida
| por la versién codificada de w,
I
I |
——-(;L—\—> /L‘ &
St More B o ey

Por lo tanto, la maquina compuesta se
detendra siy sélo si T, encuentra
que M, acepta w.

Figura3.25 Aplicacion de la maquina —» M,,— T, alacadena w

obtenidas por la concatenaci6n de todas las cadenas de terminales de longitud
uno que se pueden derivar de P con todas las cadenas de terminales de
longitud uno que se pueden derivar de Q. Observe que estas cadenas de un
solo terminal estan registradas en las filas anteriores dela tabla). En la tercera
filadela tabla, bajo cada no terminal, registre todas las cadenas de terminales
de longitud tres que pueden derivarse de dicho no terminal (si N — PQ es una
regla de G, concatene todas las cadenas de terminales de longitud uno que
pueden derivarse de P con cada una de las cadenas de terminales de
longitud dos que se pueden derivar de Q. Luego, concatene todas las
cadenas de terminales de longitud dos que pueden derivarse de P con las de
longitud uno que se pueden derivarde Q. Unavezmads, todas las cadenas que
sedeben concatenar seencuentran en las casillas de Ia tabla correspondientes
a las filas por encima de la que estamos llenando.)

En general, registramos en la fila n bajo cada no terminal N todas las

cadenas de terminales de longitud que se pueden derivar de dicho no
terminal. Estas cadenas se pueden encontrar localizando primero cada regla
delaforma N — PQ y luego, paracadaien {1, 2, **,n-1}, concatenando cada
cadena de terminales de longitud i derivable de P con cada cadena de
terminales de longitud n - i derivable de Q (véase Fig. 3.26). Continuamos con
la construcci6n de esta tabla hasta completar la fila niimero | w | Al llegar a
este punto verificamos si w se ha registrados bajo el simbolo inicial de G. Si es
asi, entoncesw € L;delo contrario,w & L. Por lo tanto, concluye el proceso de
decision. ¢

Para realizar este procedimiento con una maquina de Turing, podemos
usar una maquina con cintas multiples que tenga una cinta mds que el niime-
ro de no terminales en G. La primera cinta se puede usar para almacenar la
cadena deentraday la respuesta afirmativa o negativa. Cada una de las cintas
restantes se puede emplear para representar una columna de la tabla, separan-
do con diagonales los elementos de distintas filas. Asi, el proceso de decidir si
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j do por la gramética de la
‘adena xyx se encuentra ono enel lengua)e.genera
ll?;;t:ra 3.26y;roduciria el contenido de las cintas que estd representado en
In figura 3.27, de donde la médquina puede determinar que xyx no se encuentra
!l lenguaje. o . -
r tPoi s%l;niesto, existen también lenguajes dec.ldlbles que no son mdepens
dientes del contexto. Un ejemplo es el lenguaje {x";/‘z 'n€ N}r,ngue.no ;e
Independiente del contexto pero si puede ser decidido por la maquina
Turing de la figura 3.28. . P .
P I’ogr ﬁltimo,gclllebemos sefalar que la terminologia decndl.ble por maquinas
de Turing” y “aceptado por maquinas de Turing; noT es umver:s;lé. \{lac (l)\eam:rsl
j i i s idén
ist e un lenguaje aceptado por méquinas de Turing e :
;:-:\gou(alj: estructug:dcl) por frases. Sin embargo, en otros contex.tos un lengu:;e
nceptado por maquinas de Turing se conoce como lengu_a]e enumerable
recursivamente. Esta terminologia se debe a que lqs lenguajes aceptado ggr
mdquinas de Turing son precisamente los lenguajes cuyas cadenas puede
enumerar -o, en otras palabras, listar— una méquina de Turing. Ademas, en

S—MN
M—MP
N—-PN
M—x
N—y
P—x
Py
s M N i
X y A
’ y
2 X XX Xy
* Xy vy
3 XX XXX xxy
xyill xxy yxy
Xyx xyy
xyy yyy
XXXy XXXX XXXy
XyXy XXyX Xyxy
4 XxXyy XyXx XXyy
xyyy Xyyx Xyyy
XXXy yxxy
xxyy yyxy
Xyxy yxyy
xyyy yyyy

Figura3.26 Gramaticaindependiente del contextoy primeras cuatrofilas de latabla
construida a partir de ella
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cinta uno, que contiene El problema de la parada
la cadena de entrada i I
Damos fin a esta seccién con un ejemplo de otro lenguaje que no es decidible
por una maquina de Turing, no sélo porque precisemos otra muestra sino
cinta dos, que represen- p ' 4 , ; ] , porque el caso que se presentar4, conocido como problemadela parada, es un
tala columna § o Kl o O 1 P A I A I R T ¢jemplo cldsico en la teoria de la computacién.

Recuerde que cualquier méquina de Turing se puede codificar como una
cadena de ceros y unos. Representemos con P(M) esta version codificada de
una maquina de Turing M. Si ahora centramos nuestra atencién en las
madquinas con alfabeto {0, 1} y simbolos de cinta {0, 1, A), entonces la cadena
de codigo p(M) se podria usar como entrada parala misma maquina M. No nos
Interesa si esta forma de usar M tiene relacion con el fin para el cual se disefi6
originalmente M. Lo tinico que nos importa es si M se detiene 0 no cuando
Inicia su operacion con p(M) como entrada. Si se detiene, decimos que M es
autoterminante. De esta manera, cualquier maquina de Turing con alfabeto {0,
1}y simbolosdecinta (0,1, Al}esobienautoterminanteobien noautoterminante.

Definamos ahorael lenguaje L,de{0,1}*como { p(M):Mes autoterminante}
y preguntemos si L, es decidible por maquinas de Turing. Para efectuar una
decisién con respecto a L,, se requiere la capacidad para detectar si una
cadena de {0, 1}* es la versi6n codificada de una maquina autoterminante, lo
que en esen-cia es el problema de decidir si una mdquina se para cuando
se le aplica una entrada especifica; por consiguiente, el problema de deci-
sion de L, se conoce como problema de la parada.

Por desgracia, el lenguaje L, no es decidible segiin Turing. Para con-
vencernos de esto, supongamos lo contrario, que existe una maquina de
Turing M, que decide L,. Entonces, modificariamos M, para obtener otra
maquina M, que responda con el mensaje 1 en caso de que M, hubiera
respondido Y'y 0 cuando la respuesta de M, fuera N. Como en la demostracién del
teorema3.6, podemos establecer quelos simbolos decinta quenecesita M, consisten
soloen {0,1, A}. Asi, se podriaemplear M; para construir la mdquina compuesta

S
—->M;,— R— R

con simbolos de cinta {0, 1, A}, que se detiene si y s6lo si M, llega a su estado
de parada con salida 0. Representemos con M, a esta mdquina compuesta.
A partir de aqui, nuestro argumento gira alrededor de la pregunta ;es M,
autoterminante o no autoterminante? Puesto que se trata de una maquina de
Turing con simbolos decinta {0,1, A}, debe ser una cosaolaotra. Supongamos
que es autoterminante. Entonces, al recibir la entrada pM,), M, se detendra
con salida 1. Esto quiere decir que M, no se detendria si iniciara con la entrada

P(M,). (La ejecucion de M, recorreria el arco R 1, R Y quedaria atrapada en el
proceso infinito de movimiento de la cabeza a la derecha. Véase Fig. 3.29.) Sin
embargo, ésta es la caracteristica que define a una miquina que no es
autoterminante. Entonces, si suponemos que M, es autoterminante, llegamos
a la contradiccion de que no es autoterminante.

cinta tres, que representa J
x|/
la columna M

cinta cuatro, que
representa la N

cinta cinco, que repre

senta la columna P X\ |yl

Figura3.27 Realizacion con cinco cintas del proceso de construccion
de la tabla de la figura 3.26

ng

X
—t—p s o g g 12 Bl
X y-
vz || Ty "] ~
A Rz

Z  AMNZIA X AT A J

y

— L# — RNLA

Figura 3.28 Maquina de Turing que decide el lenguaje {x"y"z" n € N}

en aquellas situaciones en las cuales se habla de lenguajes enumerables
recursivamente, porlo general se hace referencia alos lenguajes decidibles por
maquinas de Turing como lenguajes recursivos.
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1. Si M, fuera autoterminante y se
pusiera en marchacon la entrada 2. su ejecucion llegaria
p(M,), a este punto con

el simbolo actual 1,

> M) > R =R

atrapada en este ciclo
infinito y nunca se
detendria.

Figura3.29 Ejecucion de la maquina M, con entrada p(M,) bajo
el supuesto de que M, es autoterminante

1. Si M, no fuera autoterminante
y se pusiera en marcha con
la entrada o (M,)

2. su ejecucion llegaria a este punte
con el simbolo actual 0, por lo que
M, se detendria.

Figura3.30 Ejecucion de la maquina M,con entrada p(M,) bajo el supuesto
de que no es autoterminante

Puesto que M, debe ser autoterminante o no autoterminante, al llegar a este
punto debemos concluir que no es autoterminante. Empero, si M, no fuera
autoterminante, entonces, al recibir la entrada p(M,), M), se detendria con
salida 0. Esto quiere decir que M, se detendria si iniciara con la entrada p(M,).

&L 3. porloque M, quedaria |
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(La ejecucion de M, no podria recorrer el arco R 1, R. Véase Fig. 3.30.) Sin
embargo, ésta es la caracteristica que define a una maquina autoterminante.
Por lo tanto, también debe ser falsa nuestra suposicion de que M, no es
autoterminante.

Hemos llegado a la inconsistencia de una maquina M, con simbolos de
cinta {0, 1, A} que no es autoterminante ni no autoterminante, cuando la
mdquina debe ser una u otra cosa. Por consiguiente, nos vemos obligados a
concluir que nuestra suposicion inicial es falsa; es decir, el lenguaje L, no es
decidible por maquinas de Turing.

Ejercicios

1. Disefie una maquina de Turing que acepte exactamente aquellas cadenas
de ceros y unos que sean representaciones validas de maquinas de Turing
deterministas, de acuerdo con el sistema de codificaciéon descrito en esta
seccion.

2. Identifique la paradoja que existe en el siguiente enunciado:

El cocinero de una comunidad aislada cocina para aquellas personas, y s6lo
aquellas personas, que no cocinan para si mismas.

(Sugerencia: ;Quién cocina para el cocinero?) ;C6mo se relaciona esta
pregunta con esta seccion?

3. Disefie una maquina de Turing que acepte las cadenas del lenguaje L = {w™:
w=xy}al detenerse consu cintaconfiguradacomo AYAAA:-- y rechacelas
cadenas queno se hallanen Lal detenerse conla configuracion ANAAA .

Explique por qué no puede construirse estamaquina en el caso de todos
los lenguajes aceptados por maquinas de Turing.

4. Presenteunargumento de que cualquier lenguaje que contenga un niimero
finito de cadenas es decible por maquinas de Turing.

5. Ampliela tabla dela figura 3.26 para solucionar la pregunta de si la cadena
xxyyyxy es generada por la gramatica.

3.6 COMENTARIOS FINALES

En este capitulo y los anteriores presentamos una jerarquia de lenguajes junto
con los automatas que se requieren para aceptarlos. Se trata de una variante de
la jerarquia de lenguajes conocida como jerarquia de Chomsky (nombrada asi
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en honor de N. Chomsky, pionero del desarrollo de la teoria de lenguajes
formales durante la década de los cincuenta). En la figura 3.31 se presenta un
resumen de la jerarquia que hemos presentado. Mostramos asi mismo que
cada nivel de esta jerarquia contiene propiamente el siguiente nivel inferior.
De hecho, en cada nivel proporcionamos un ejemplo explicito de un lenguaje
que reside en ese nivel pero no en el inferior. En este momento, un excelente
ejercicio de repaso seria recopilar estos ejemplos e incluirlos en el diagrama de
la figura 3.31. i

Uno de los principales resultados de este capitulo ha sido la presentaciéon
de la tesis de Turing, la cual, traducida al contexto de la figura 3.31, nos dice
que un sistema computacional nunca podra efectuar un andlisis sintactico de
aquellos lenguajes que se encuentran mds all4 de los lenguajes estructurados
por frases. Como se sefial6 al final de la seccion 3.4, esta tesis tiene grandes
repercusiones. Por esto, no es ninguna sorpresa que la tesis de Turing haya
llamado la atencién de muchos investigadores, quienes han tratado de
apoyar sus afirmaciones o de desafiar su validez.

En el préximo capitulo veremos algunos de los resultados de las activida-
des de estos investigadores. Porahora s6lo sefialaremos que laamplia gamade
terminologia que hemos empleado (como “lenguajes aceptable por maquinas
de Turing”, “lenguajes estructurados por frases” y “lenguajes recursivamente
enumerables”) es el resultado del alcance de la tesis de Turing. En varias
disciplinas se han observado y estudiado los mismos limites aparentes del
poder de los procesos computacionales que surgen de la hipétesis de Turing,
incluso cuando cada quien haatacado el problema delacomputabilidad desde
una perspectiva distinta y con diferente terminologia.

Problemas de repaso del capitulo

1. Conlosbloques de construccién presentados en laseccion 3.2, construya
una maquina de Turing compuesta que convierta su cinta de la configu-
racion AwAAA---, donde w es cualquier cadena de x y y, en la
configuracion AwAvAAA-+-, donde v es la cadena w escrita a la in-
versa.

2. Conlos bloques de construccion presentados en la seccion 3.2, constru-
ya una maquina de Turing compuesta que forme la concatenacion de
dos cadenas v y w en {x, y}* convirtiendo su cinta de la configuracién
DvAWAAN--- en AvwAAA:---.

3. ¢Como puede el resultado de la ejecucion de — RL diferir del de — LR?

4. Dibuje un diagrama de transiciones para la maquina de Turing com-
puesta - R AL.

COMENTARIOS FINALES 197

lenguajes generales

lenguajes estructurados
por frases

lenguajes decidibles
por maquinas de Turing

lenguajes
independientes
del contexto

lenguajes
independientes
del contexto determinista

lenguajes regulares

Figura3.31 Variante de la jerarquia de lenguajes de Chomsky

Disefie una maquina de Turing M tal que L(M) = {x"y*z": n € N}.

Disefie una gramatica G estructurada por frases tal que L(G) = {x"y"x"y":
m, n €N}

Disefie una gramatica G estructurada por frases tal que L(G) = {x"y*"z": n
€ N} U [x"y'2" n € N}

i T
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8. Utilizando la notacién para representar toda la configuracién de una
maquina de Turing, como la que se us6 en la demostracion del teorema

3.3, rastree la ejecucion de la maquina compuesta de la figura 3.3 al

iniciar con la configuracion de cinta AAyxAAA:---.

9. Utilizando la notaci6n para representar toda la configuracion de una
méquina de Turing, como la que se us6 en la demostracion del teorema

3.3, rastree la ejecucion de la mdquina cuyo diagrama de transiciones se

presenta a continuacion, suponiendo que la configuraci6n inicial de la
cintaes AxyxAAA:-:-.

o x/R X/A
y/A

*/R AlL

y/R AlL

10. ;Es independiente del contexto el lenguaje generado por la gramatica
siguiente (con simbolo inicial S)? Describa el lenguaje.

S - xN
N — Sx
xNx =y

11. ;Es independiente del contexto el lenguaje generado por la gramatica
siguiente (con simbolo inicial S)? Describa el lenguaje.

S — SPQR
S—A
QP - PQ
PQ — QP
PR — RP
RP —» PR
QR - RQ
RQ — QR
P—ox
Q-oy
R—>z

12. Disefie una maquina de Turing M tal que L(M) = {x, y, z}* — {x"y"2" n

€ N}

13.

14.

5.

16.

7.

18.

19.

20.

R,

22,

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

Muestre que si el lenguaje L es aceptado por maquinas de Turing,
entonces existe una maquina de Turing que termina anormalmente si y
s6lo si su cadena de entrada se encuentra en L.

Si el lenguaje L de T es aceptable segtin Turing, ;existe alguna maquina
de Turingquesedetenga sisuentradaestd en L y termineanormalmente
si su entrada en ¥* - L? Explique su respuesta.

a. ;Forma la union de un nimero finito de lenguajes estructurados por
frases un lenguaje estructurado por frases? Justifique su respuesta.

b. ;Formasiemprelauniéndeuna coleccién delenguajes estructurados
por frases un lenguaje estructurado por frases? Justifique su res-
puesta.

a. ;Forma la interseccion de un nimero finito de lenguajes
estructurados por frases un lenguaje estructurado por frases? Jus-
tifique su respuesta.

b. ;Forma siempre la interseccion de una coleccion de lenguajes
estructurados por frases un lenguaje estructurado por frases? Justi-
fique su respuesta.

Podemos expresar una gramatica como una cadena de simbolos en
donde las reglas de reescritura se separan con diagonales (S — xS/
S — A). Disefie una maquina de Turing que acepte tinicamente las
cadenas que representen gramdticas independientes del contexto
con terminales del conjunto {x, y} y no terminales de {S, M, N}.

Disefie una gramdtica G que no sea independiente del contexto con la
cual L(G) sea el lenguaje independiente del contexto {x"y": n € N}.

Muestre que para cada lenguaje L estructurado por frases existe una
cantidad infinita de gramaticas que generan L.

Disefie una maquina de Turing (quizds con varias cintas) que ordene
alfabéticamente una lista de cadenas de {x, y, Z}*. Suponga que las
cadenas de la lista de entrada estan separadas por un espacio en blanco.

Muestre que la coleccién de lenguajes no estructurados por frases tiene
mayor cardinalidad que la coleccion de los lenguajes estructurados por
frases (por lo tanto, existen mas lenguajes no aceptados por maquinas de
Turing que lenguajes que si lo son).

Muestre que para cualquier alfabeto ¥ existe un lenguaje L de ¥ tal que
ni L ni £* - L son aceptados por mdquinas de Turing.

199
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23.

24.

25;

26.

27,

28.

28,

30.

31.

82t

33.

Muestre que la coleccién de lenguajes decidibles por mdquinas de
Turing para un alfabeto cualquiera es infinita, pero contable.

Muestre que si una méquina de Turing M acepta cada cadena wen L(
sin tener que ejecutar mas de lw | + 1 pasos, entonces L(M) debe
regular.

¢Es un subconjunto de un lenguaje estructurado por frases siempre un
lenguaje estructurado por frases? Explique su respuesta.

Muestrequela estrellade Kleene de unlenguaje aceptado por maquinas
de Turing es también aceptable segtin Turing.

Muestre que el lenguaje {x": n es un entero primo positivo} es aceptad
por miquinas de Turing. ;Es decidible? ;Por qué?

Muestre que el lenguaje {x": n € N} es aceptado por médquinas de Turing.
¢Es decidible? ;Por qué?

Dibuje un diagrama de transiciones para una méquina de Turing que
decida el lenguaje {x"y": m,n € Ny m > n}.

Construya, con los bloques de construccion presentados en la secci6n
3.2, una maquina de Turing que acepte el lenguaje {x"y"x™y": m, n €N}.

Aplique el algoritmo de construccién de tablas descrito en la seccién 3
para decidir si la cadena xxyyxxxyyy se encuentra en el lenguaje genera
do por la gramatica siguiente, cuyo simbolo inicial es S.

S—SS
S - MN
N —> SP
M-x
Ny
Poy

{Se encuentran también las cadenas xxxyyxyy, xyxyxyxy y xyxxxyyy?

Amplie la tabla de la figura 3.26 para determinar si la cadena xyyxyyyes
generada por la gramatica de dicha figura.

Suponga quep(n) es una expresion polinomial enn'y que M es una
maquinade Turing que acepta toda cadena w de L(M) sin tener que
ejecutar mas de p(|lw |) pasos. Muestre que el lenguaje L(M) es
decidible.

PROBLEMAS DE PROGRAMACION

34.  Muestre que todo lenguaje aceptado por maquinas de Turing puede
generarse a partir de una gramatica estructurada por frases en la que
ninguna regla de reescritura tiene una terminal como parte de su lado
izquierdo.

35. Muestre que para cualquier lenguaje L recursivamente enumerable,
existe una maquina de Turing que, al ponerse en marcha con una cinta
en blanco, comenzaré a generar en su cinta una lista de las cadenasen L,
de manera que cada una de ellas aparecera tarde o temprano en la cinta.

36.  Muestre que todo lenguaje enumerable recursivamente infinito contie-
ne un lenguaje recursivo infinito.

Problemas de programacién

I. Desarrolle un simulador de maquinas de Turing. Disefie este simulador de
manera que se proporcione en forma tabular la descripcion de la maquina
que se simulard, para que pueda reemplazarse facilmente con la descrip-
cién de otra maquina.

2. Escriba un programa que simule la mdquina de Turing universal de tres

cintas descrita en este capitulo.

3. Escriba un programa para decidir si la cadena que se proporcione como

entrada se halla ono en el lenguaje {x"y"z": m, n € N}, aplicando el algoritmo
de construccion de tablas descrito en la seccion 3.5.
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CAPITULO 4

Computabilidad

41 Fundamentos de la teoria de funciones recursivas
Funciones parciales
Funciones iniciales
Funciones recursivas primitivas
4.2 Alcance de las funciones recursivas primitivas
Ejemplos de funciones recursivas primitivas
Mas alla de las funciones recursivas primitivas
4.3 Funciones recursivas parciales
Definicién de las funciones recursivas parciales
Funciones Computables por maquinas de Turing
Computabilidad segtin Turing de
funciones recursivas parciales
Naturaleza recursiva parcial de las
maquinas de Turing
4.4 Poder de los lenguajes de programacién
Un lenguaje de programacion esencial
Recursiva parcial implica programable con
lo esencial
Programable con lo esencial implica
recursiva parcial
4.5 Comentarios finales

Nuestro estudio de los autématas como aceptadores de lenguajes nos ha
llevado a un limite aparente para el poder de los procesos computacionales,
una marca que la tesis de Turing presenta en forma explicita. Uno de los
principales factores que apoya esta tesis es que en diversas areas de investiga-
¢16n ha surgido el mismo limite aparente; por ejemplo, vimos que el poder de
las maquinas de Turing como aceptadores de lenguajes corresponde a los
poderes generativos de las gramaticas. En este capitulo investigaremos otros
tnsos en los cuales el poder computacional de las miquinas de Turing
corresponde a las capacidades de otros sistemas computacionales.
Comenzamos nuestra investigacion considerando de nuevo la pregunta
(Jue se planted en el capitulo introductorio, con respecto al poder expresivo de
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nuestro lenguaje de programacion preferido. Recuerde que deben existir
funciones que no pueden calcularse con ningin programa escrito en ese
lenguaje. Asi mismo, hicimos la pregunta con respecto al grado en que es-
ta limitaci6n se debia al disefio del lenguaje o, al contrario, era un reflejo de las
limitaciones de los procesos algoritmicos en general. Nos preguntamos si
la imposibilidad de calcular una funcion de un programa en determinado
lenguaje significaba que el lenguaje era incapaz de expresar un algoritmo o
mas bien que no existia un algoritmo que pudiera calcular la funcién.

Para responder esta pregunta, primero identificaremos una clase de fun-
ciones queal parecer contienela totalidad de las funciones computables: todas
aquellas funciones que pueden calcularse por medios algoritmicos, sin impor-
tar como pueda expresarse o implantarse ese algoritmo. Luego mostraremos
que las funciones de esta clase pueden calcularse por medio de las maquinas
de Turing (lo que apoya la tesis de Turing), asi como mediante algoritmos
expresados en un subconjunto muy sencillo de la mayoria de los lenguajes de
programaci6n. A partir de esto llegamos a la conclusién de que los limi-
tes detectados en las maquinas de Turing y la mayor parte de los lenguajes de
programacionson el reflejodelas limitaciones de los procesos computacionales,
no del disefio de la maquina o del lenguaje que se emplee.

41 FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES
RECURSIVAS

Hasta ahora, nuestro estudio de los procesos computacionales y sus capacida-
des se ha basado en un enfoque operativo, no funcional. Nos hemos centrado
encomo sellevaa cabo un cdlculo, no en lo que este cdlculo logra. Sin embargo,
nuestro nuevo objetivo es identificar las funciones que pueden calcularse con
al menos un sistema computacional, asi que debemos alejarnos de cualquier
método especifico para expresar o ejecutar los célculos. En otras palabras,
deseamos utilizar el término computable ocomputable para decir que una fun-
ci6n puede calcularse por algin algoritmo, mds que por un algoritmo.
determinado que pueda implantarse en un sistema especifico.

Para obtener esta generalidad, adoptaremos un enfoque funcional para
estudiar la computabilidad, con el cual nos centraremos en las funciones que
se calcularan y no en la forma de calcularlas. Especificamente, utilizaremos el
método que han seguido los mateméticos para el estudio de la teoria de
funciones recursivas. El tema bésico es comenzar con una coleccién de funciones,
llamadas funciones iniciales, cuya sencillez es tal que no hay dudas acerca de
su-computabilidad, para luego mostrar que estas funciones se pueden combi-
nar para formar otras cuya computabilidad se desprenda deladelas funciones
originales. De esta forma obtendremos una coleccion de funciones que, ajuicio
de los investigadores, contiene todas las funciones computables. Asi, si un
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sistema computacional, como un lenguaje de programacion o una maquina
computadora, abarca todas estas funciones, concluimos que el sistema tiene
todo el poder posible; de lo contrario, establecemos que dicho sistema es
innecesariamente restrictivo.

Funciones parciales

Reiteramos que nuestro objetivo actual es identificar aquellas funciones que,
en términos generales, son computables (sin importar el sistema computacio-
nal especifico). Por supuesto, ello abarca una clase de funciones muy amplia,
que incluye una diversidad de dominios y contradominios. Por lo tanto,
nuestro primer paso es establecer una manera de lidiar con esta diversidad,
para lo cual observamos que es posible codificar cualquier dato como una
cadena de ceros y unos y, en el contexto de un sistema de codificacion
adecuado, es posible considerar entonces cualquier funcién computable como
una funcién cuyas entradas sean tuplas de enteros no negativos. Sin embargo,
esto no quiere decir que toda funcién computable tenga la forma

f:N" 5 N"
donde m y n son enteros de N. De hecho, la funcién div definida por

div(x, y) = la parte entera de x/y,
dondex,y € Nyy#0

cuyo dominio contiene pares de enteros, deberia estar en nuestra coleccion de
funciones computables. Sin embargo, div no es una funcion de la forma

f:N? >N

De hecho, no estd definida para los pares donde el segundo componente es
cero.

Para tomar en cuenta las funciones cuyos dominios no incluyen todo N"
para un m dado, presentamos el concepto de funcién parcial. Una funcion
parcial de un conjunto X es aquella cuyo dominio constituye un subconjunto
de X. De esta manera, podemos hablar de una funcién parcial de X sin dar a
entender que el dominio de la funcion es todo el conjunto X. Como caso
especifico, la funcion div que antes definimos, aunque no es una funcién de
N?, constituye una funcion parcial de N2

Observe que una referencia a una funcion parcial de X no indica que el
dominio tenga que ser un subconjunto propio de X. Para indicar que una
funcion parcial de X efectivamente se encuétra indefinida por lo menos para
un elemento de X, nos referimos a ella como estrictamente parcial o parcial en
¢l sentido estricto de la palabra. Por otra parte, se llamara funcién total de X
a una funcion parcial de X cuyo dominio es todo el conjunto X. Asi, tanto la
funcion div (antes descrita) como mis, definida por
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mds(x, y) =x +y

son funciones parciales de N2 Para mayor precision, mds es una funcién total
de N2, mientras que div es estrictamente parcial en N (Flg.‘4.l).

Concluimos que al aplicar los sistemas de codificacion adef:uados, es
posible identificar cualquier funcién computable como una funcion parcial
de la forma f:N™ — N", para m y n en N. Asi, nuestra b}lsqueda df’ todas la:
funciones computables se puede restringir a las funciones parciales de N™

aN", dondem y n estin en N. .
Por tltimo, puesto que con frecuencia haremos referencia a n-tuplas

arbitrarias es conveniente adoptar la sencilla notacion  para representar una
tupla de la forma (x,, x,, **; x,) en aquellos casos donde no se requieren los
detalles de la forma expandida.

Funciones iniciales
La base de la jerarquia de las funciones computables que veremos consistg en
el conjunto de las funciones iniciales. Una de estas funciones es la funcién

cero, representada por . Establece una correspondencia entrela cer tupla. (l.a
tupla vacia) y 0, y se escribe { () = 0. Asi, corresponde al proceso de escribir

N

pares cuyo segundo
componente es 0

Figura 4.1 La funcién total mds y la funcién estrictamente parcial div
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un cero en un pedazo de papel en blanco o registrar un cero en una celda de

memoria vacia de algiin computador digital moderno. Como ambas activida-
des estan de acuerdo con nuestro concepto intuitivo de un proceso computa-
cional, aceptamos con facilidad que { es una funcién que debe clasificarse
como computable.

Otra funcion inicial, representada por o, establece una correspondencia
entre tuplas de un componente, de manera que o (x) = x + 1, para cada entero
no negativo x. En otras palabras, 6 produce el sucesor de su valor de entrada
y por esto se conoce como funciénsucesor. Otra manera de considerar c es que
suma uno a su valor de entrada. Viéndolo asi, también debemos considerar a
0 como una funcion computable, pues hace tiempo que conocemos un proceso
computacional para la suma de enteros.

Para completar la clase de funciones iniciales, incluimos la coleccion de
funciones conocidas como proyecciones. Cada una de estas funciones extrae
como salida un componente especifico desu tupla deentrada. Para representar
una funcion de proyeccion, utilizamos el simbolo 7 junto con un supraindice
para indicar el tamafio de su entrada y un supraindice para indicar el com-
ponente que se extrae. Por ejemplo, la funcién nj establece una corresponden-
cia entre N’ y N asociando cada tupla de tres componentes con el segundo
componente de dicha tupla. De esta forma, nt (7, 6,4) =6, 73(5, 17) = 5, 7(5,
17) =17, y } (8) = 8 (como caso especial, consideramos que n’; establece una
correspondencia entre, n-tuplas y tuplas vacias, por lo que 73 (6, 5) = ()).

Al igual que con las demas funciones iniciales, es fécil establecer que las
proyecciones deben estar en la clase de las funciones computables. Por
ejemplo, podriamos calcular la funcién ni%, aplicando el procedimiento de
rastrear la n-tupla de entrada hasta encontrar el componente 1 -ésimo y luego
extraer el valor entero que alli se encuentra.

Las funciones iniciales forman la base de la jerarquia que existe en la teoria
dle funciones recursivas. Por supuesto, se trata de una base muy sencilla cuyas
funciones, por si solas, no pueden lograr mucho. Por lo tanto, nuestra siguiente
larea es investigar como pueden emplearse estas funciones para construir
otras mas complejas. ;

Funciones recursivas primitivas

Una forma de construir funciones mds complejas a partir de las iniciales es la
tlenominada combinacién. La combinacion de dos funciones f: N* —» N™ y g: N*
> N"es la funcion f x g:N¥— N definida por fx g(%) = (%), g(%)), donde % es
una k-tupla. Es decir, la funcion f x g toma entradas en forma de k-tuplas y produ-
ce salidas en forma de m + n - tuplas cuyos primeros m componentes consisten
en la salida de f y los otros 7 son la salida de g. Asi, i} x 7}(4, 6, 8) = (4, 8).
Suponiendo que hay forma decalcular las funcionesfy g, podemos calcular
/x g calculando primero por separadofy g y luego combinando sus salidas para
formar la salida de fx g. Llegamos entonces a la conclusion de que la combinacion
e funciones computables también es computable.
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La composicién representa otro método para formar funciones mas com-
plejas. La composicion de dos funciones f: NF— N"yg: N" — N"es la funcion
g o f:N¥ - N" definida por g o f(%) = g(f(%)), dondeX es una k-tupla. Asi, para
encontrar la salida de g of, primero aplicamos fa la entrada y después g a F.
salida de f. Por ejemplo,ce{()=1ya quel()=0yc(0)=1.

Como hicimos con la combinacién, planteamos que la composicién de dos
funciones computables también debe clasificarse como computable. A fin de
cuentas, si hay formas de calcular f y g, podriamos calcular g o f calculando
primero f y luego usando su salida como entrada para el cilculo de g.

La tiltima técnica de construccion de funciones que veremos en esta etapa
es lo que se denomina recursividad primitiva. Supongamos que queremos
definir una funcién fiN? - N tal que f(x, y) sea el niimero de nodos en un arbol
completo y equilibrado en el cual cada nodo que no es una hoja tie
exactamente x hijos y cada ruta de la raiz a un nodo contiene y arcos (sedic
que este arbol tiene una profundidad y). Nuestro primer paso seria obse
var que cada nivel del arbol tiene exactamente x nodos, donde n es @l
niimero de nivel (Fig. 4.2). De esta forma, con un valor fijo de x, para
determinar el niimero de nodos de un drbol con profundidad y + 1, n
basta con sumar x¥*! = x ¥x al niimero de nodos del arbol de profundidad ¥
Al combinar esto con el hecho de que un drbol que consiste en s6lo unnodo 1z '
contiene x* nodos, podemos definir f recursivamente con el par de formulas

nivel 0
x? nodos

4N

i 1l
nivel x' nodos

nivel 2

x2 nodos

|niveln /.\. AR ./ g \ x" nodos

Figura 4.2 Descripcion por niveles de un arbol equilibrado en el cual
cada nodo que no es una hoja tiene x hijos

fix, 0) = x° f 1) N con N™ y NK*™*1con N™, respectivamente, ¢ ] i

fix,y +1)=flx, y) +x ¥ @ ecuaciones ; e i

Con base en esta definicién, podemos calcular f(3, 2) como sigue: f(-f, 0)=g (%)

f3,2) = f(3,1)+33 (por la férmula 2) h _ f&y+1)=hy.f: & y)

= f3,1)+9 dondex representa una k-tupla. Es decir, si el altimo componente de la
= f3,0)+33+9 (porla formula 2) t'upla de entrada es 0, entonces la salida de f se obtiene eliminando este
- f3,0)+3+9 ultimo componente y aplicando g a la k-tupla restante. Si el ultimo
= f3,0)+ 12 componef\te <_:l’e laentrada defno es 0, entonces lasalida de festa determinada
= 39412 (por la formula 1) por la aplicacién de h? !a k +m + 1 -tupla formada al combinar los primeros k
=419 elementosdela tupla original, el predecesor del tiltimo componente de la entrada

original y el resultado dela aplicacion defa la k + 1 -tupla que se obtiene al
reducir en uno el Gltimo componente de la entrada original. Asi, el calculo de
J(%, 3) comprende el calculo de f(%, 2), que a su vez requiere el calculo de f(%,
L), que requiere el célculo de f(%, 0), como se representa en la figura 4.3.

Si empleamos la recursividad primitiva junto con otras funciones y opera-
clones que hemos presentado, la funcién mids: N*> — N (cuya salida es la suma
de sus componentes de entrada) se puede definir de la siguiente manera:

En un contexto mas general, lo que hemos hecho es definir fen términos ¢
otras dos funciones. Una de ellas es g:N — N tal que g(x) = 1 paracadax €
la otra es h:N® > Ntal que h(x, y,z) = z + x¥x. Al emplear estas funciones, fest
definida recursivamente por las formulas

f(x/ 0) = g(x)
f(xr Yy it l) = h(x, y’f(xf y))

En este caso decimos que f esta construida a partir de g y h por medio ¢
recursividad primitiva. De manera general, la recursividad primitiva es un
técnica que nos permite construir una funcion f que establece la correspor
dencia entre N*"! y N™ a partir de otras dos funciones g y i que relacion

mds(x, 0) = wi(x)
mas(x, y + 1) = o oni(x, y, mds(x, y))

De manera informal, esto quiere decir que x + 0 es x, mientras que x + (y + 1)
se obtiene (recursivamente) encontrando al sucesor de x + y.

[ p—— A
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f(%, 3)=h(x, 2, f(X, 2))

0x2) = h(x A1 d))

e

f(X, 1)=h(x, 0, f(X, 0))

fx, 0)=g(x)

Figura 4.3 Calculo de f(x, 3), donde f(x, ) se define a partirde gy h

usando recursividad primitiva

Para concluir nuestra introduccion a la recursividad primitiva, observa
mos que una funcion construida por recursividad primitiva a partir de
funciones computables debe considerarse computable. Especificamente, sif
se define por recursividad primitiva con base en las funciones computables
gy h, podemos calcular f(%, y) calculando primerof(%, 0), luegof(%,1), después
f(%, 2), hasta llegar a f(%, y).

Ahora estamos preparados para definir la clase de funciones que se
encuentra encima de las funciones iniciales en la jerarquia de la teoria de
funciones recursivas. Se trata de las funciones recursivas primitivas, consiste
tes en todas aquellas funciones que pueden construirse a partir de las funcio-
nes iniciales aplicando un nimero finito de combinaciones, composiciones y
recursividades primitivas. Es evidente que esta clase es una extensién propia
de las funciones iniciales, ya que contiene las funciones iniciales y la funcién
mds que construimos a partir de o y algunas proyecciones. De hecho, se sabé
que la clase de las funciones recursivas primitivas es muy extensa; incluye I
mayoria, si no todas, de las funciones totales que se requieren en las aplicacio:
nes de computador tradicionales. En la siguiente seccion daremos bases para
esta afirmacion, considerando diversas funciones recursivas primitivas.

Por qltimo, debemos sefialar que si f/N™ — N" es una funcién recursi
primitiva, entonces f debe ser total. De hecho, las funciones iniciales son
totales, y las técnicas de construccién (combinacién, composiciény recursividad
primitiva) producen funciones totales cuando se aplican a funciones totales.
Por esto, la extensa naturaleza de las funciones recursivas primitivas
significa que esta clase complete nuestra jerarquia de funciones computables.
Por ejemplo, dives computable peronorecursiva primitiva, pues noes total (de
hecho, veremos que existen funciones totales computables que no son recursivas
primitivas). Por consiguiente, una vez que en la préxima seccion hayamos
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ampliado nuestro repertorio de funciones recursivas primitivas, continuare-
mos la bisqueda de funciones computables m4s all4 de esta clase.

Ejercicios

1. ¢Cudl es el resultado de aplicar la funcién (3 x n3) o (1} x %3) a la
tripleta (5, 4, 7)?

2. a. SifiN— Nestd definida por

fO) = £0
f(y+1) = (GoO‘)of(}/)

(cudl es el valor de f(3)?
b. Sig:NxNxN— Nesta definida por

8(x,y,0)
8x,y,z+1)

mi(x, Y)
(00 8)(x,y,2)

¢cudl es el valor de g(5, 7, 2)?

3. Explique coémo puede calcularse el valor de mids(5, 2) con base en la
definicion de mds proporcionada en esta seccion.

4. Muestre que cualquier permutaciéon de una n-tupla es una funcién
recursiva primitiva.

4.2 ALCANCE DE LAS FUNCIONES RECURSIVAS
PRIMITIVAS

El primer objetivo de esta seccién es ampliar el repertorio de funciones que
sabemos sonrecursivas primitivas. Estono s6loapoyaré nuestra afirmacion de
que la clase de las funciones recursivas primitivas incluye todas las funciones
totales que pueden encontrarse en las aplicaciones tipicas de un computador,
$ino que ademds nos proporcionara ejemplos especificos que seran de utilidad
en las secciones subsecuentes. El segundo objetivo de esta seccion es esclarecer
la diferencia entre la clase de las funciones recursivas primitivas y la clase de
las funciones totales computables.

Antes de iniciar, debemos establecer algunas formas de notacién conve-
nientes. Suponga que queremos representar una funcion f:N*—N que dacomo
resultado la suma del primer y el tercer componentes de su entrada. Esta
funcién se podria representar con més o (n} x n3). Es decir, para obtener h(x, y, z)
extraemos el primer y el tercer componentes de la entrada por medio de las

IS [ Thene——
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mult(x, 0) = K} (x)

proyecciones nj y n3, luego combinamos los resultados en un par (m x 7}) e Ve

por dltimo aplicamos mds a este par. Asi, la notacién mds o (w3 x n3) descri
a h de manera bastante adecuada, Sin embargo, esta notacion puede ser m
complicada y dificil de descifrar, sobre todo si se compara con las expresi
nes h(x, y, z) = mids(x, z) o h(x, Y, 2) = x + z. Utilizaremos con frecuencia 1 mult(x,0) =0 ;

expresiones menos formales, para que sea més legible. mult(x, y + 1) = mds(x, mult(x, y))

donde h(x, y, z) = mds(x, z); o, de manera més legible

iacié iva
kin forma parecida, podemos mostrar que la exponenciacion es recurs

Ejemplos de funciones recursivas primitivas primitiva, definiendo exp(x, y) como

Comencemos ahora nuestra investigacion de las funciones recursivas prim exp(x, 0) = Ki (x)
exp(x, y +1) = h(x, y, exp(x, y))

donde h(x, y, z) = mult(x, z). Es decir,

exp(x,0)=1

representadas por K3, donde 1 es un entero no negativo que indica I
exp(x, y + 1) = mult(x, exp(x, y))

dimensi6n del dominio de la funcién y m es un entero no negativo q
indica el valor de salida de la funcién. Asi, K3 establece la correspo
dencia entre cualquier tupla de tres elementos y el valor 5, mientras qu
K3 lo hace entre cualquier tupla de cinco elementos y el valor 3.

Es facil producir las funciones constantes de la forma K9, (correspondi
tes a escribir el valor m en un pedazo de papel en blanco). Basta comenzar co;
Cy luego, por medio dela composicion, aplicar o el niimero de veces suficient
para incrementar la salida hasta llegar al valor m. Por ejemplo, Kyseria ¢ o oF
€. Llegamos a la conclusién de que cualquier funcién constante dela forma K pred(0) = ¢ ()
es recursiva primitiva, pred(y + 1) = n3(y, pred(y))

Para mostrar que las funciones dela formaK?, donde 1 es mayor que cer \ J usarse para
Son recursivas primitivas, aplicamos induccién en n. En general, si sabemo; En cierta forma, pr%’d es la inversa de o y, dseohe;:\:a z:aer(:((?llar la sxi)ma.
que K, es recursiva primitiva para todo i menor que #, entonces podem: definir la resta de la misma b B sp(como menos, pero dife-

lppvcificamente, podemos definir la funcion monu ’

Ahora consideremos la funcién predecesor, representada por ;tré‘f::;
Iuta funcion establece la correspondencia entre :jup:)as d(;e un :(;)rlr;pswo:s;\] ¥,
i ondencia de 0 a 0, pe
forma tal que se establece la corresp il el
der con su predecesor en el orde
ayores que 0 se hacen correspon § i
] («{v este:lforma, pred(1) =0, pred(2) = 1, pred(3) —.2,' etc.). Pz:)ra ver quep
¥4 primitiva recursiva, observamos que puede definirse com

definir K",,, como
fente) como
K'r'n ('fl 0) = K”;,l (X-)

' ,0) = x)
K.xy+1)=n"72,@, ¥ K (%y)) monus(x

monus(x, y + 1) = h(x, y, monus (x, y))
donde h(x, y, z) = pred(z). Es decir,

monus(x, 0) = x
monus(x, y + 1) = pred(inonus(x, y))

También son recursivas primitivas las funciones constantes cuyas salidas
tienen més de un componente, ya que no son mais que combinaciones d
funciones de la forma K. Por ejemplo, la funcién que establece la correspon
dencia entre cualquier tripleta y el par (2,5) es K3 x K3.

(Paraevitar notaciones complicadas, en aquellos casos en queladimen-
si6n del dominio sea evidente o no tenga importancia para el an4lisis _
podemos representar una funcién constante con el valor de su salida. De
esta forma, en ocasiones escribiremos 6 en vez de K3 o tinicamente (2,5)en
vezde K3x KY) .

Con base en las funciones constantes y la funcién mds de la seccion
anterior, podemos mostrar de la manera siguiente que la multiplicacién es
recursiva primitiva:

Asl, monus(x, y) es x —y six 2y, ode lo contrario es 0. Por las cara;telnsgsc;s
i . g0 . r
I«'n;vjnntes entre la funcion primitiva recursivamonusy el conceptode la ;

ton frecuencia monus (x, y) se representara como x —.—dy. e
Una tarea computacional comiin es determinar si dos valo g

14 - N2
Fste proceso estda modelado por la funcion eg: N2 — N, donde

lsix=y
G0 = | 0sixry
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Se observa que la funcion eq es recursiva primitiva si se reconoce que funcién puede expresarse como monus(l,, I.,), donde
eqx, y) =1=(y=x+(x=y)

0, si se emplea una notacién mas formal, la funcion eq es

I; = eq o ((monuse (m} X K})) x Kp)

0 sea, I;(x) = eq(x ~ i, 0) (véase Fig. 4.5). A continuacion vemos que cualquier

monus o (K% x (imds o ((monus o (w3 x 1)) X monus o (XX 7)) funcién tabular no es mas que la suma finita del producto de funciones

Por ejemplo, entrada salida
eq(5,3) = 1= ((3=5) + (5=3)) 0 <
=1=-(0+2) 4 5
=1=2 otros 2
=0 \
y :
Figura 4.4 Descripcién tabular de una funcion
eq(5,5) = 1= ((5=~5) + (6= 5))
o P (0= 0)
=1=-0
- =1 1 e o o e o
También podemos “negar” cualquier funcion f:N" — N para producir otra I
funcién —f:N" —»Nquesea 1 cuandofes 0y 0 cuandofes 1, definiendo - fcomo
monus o (K% x f), es decir, = f(x) = 1+ f(x). Por ejemplo, ] 0 i e BB
02 L oies 200 S8u i s fi= e D,
lsix#y
jeq(-x' }/)— Osix=y j
es la funci6n recursiva primitiva monus o (K3 x eq). 1 e o o °
Otra coleccién de funciones recursivas primitivas es aquella que com~ Naa
prende las que pueden definirse en una tabla en la cual se presenta explicita=
mente en una lista un nimero finito de entradas posibles junto con sus valores
de salida correspondientes, y todas las demds entradas se asocian a un solo i T e
valor comin. A estas funciones las llamaremos funciones tabulares. Un DU L@ GV RN PR
ejemplo seria la funcién f definida por ‘
3 cuandox =0
f(x) = § Scuando x =4
2 en los demds casos iy Toge o
===
que puede resumirse en la tabla de la figura 4.4. Para convencernos de que
estas funciones $on recursivas primitivas, primero reconocemos que la fun=’
cién caracteristica x; de un valor i es recursiva primitiva. A fin de cuentas, la 0 WP Ot
] OFH it 2i0 13 TRy i |

lusiiri=iix §
Ki(x) = { Figura 4.5 Funciones /, /, e I, = I,_,

0 en los demads casos

o
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caracteristicas, constantes y caracteristicas negadas. Por ejemplo, la funcion f
definida por la tabla de la figura 4.4 equivale a

mult(3, x,) + mult(5, x,) + mult(2, mult(—x, —K,))

Como tltimo ejemplo, mostramos que la funcién coc:N* — N definida por

la parte enterade x + ysiy# 0
coclz, X = 0siy=0

es primitiva recursiva (la notacion coc representa el gociente)..Pax;a r::rs‘;cl),.
primero observames que aunque la recursividad primitiva se define fo y -
mente empleando como indice el tiltimo componente de la tupla de en_tr'ad tl"ﬂ
el uso de proyecciones y combinaciones nos permite aplicar la recursividad
primitiva con base en otros indices y permanecer en la clase de ﬁf;x\pcnon ;
recursivas primitivas. Asi, coc es recursiva primitiva yaque puede definirse con

coc(0,y)=0
coc(x + 1, y) = coc(x, y) + eq(x + 1, mult(coc(x, y), y+y)

Mas all4 de las funciones recursivas primitivas

Después de esta pausa para presentar ve}rias de las fux}Ciones reCurzlv
primitivas, regresamos ahora al tema principal de este capitulo, repa}s;m 406)‘
jerarquia de funciones computables que hemos presentado (véase Fig. 4.
Hemos visto las funciones iniciales y como se pue@en emplear_estas f\}nglf)n
computables elementales para construir las funciones recursivas prmuhvlas_
todas las cuales son computables. También hemos visto que la clase de
funciones recursivas primitivas no abarca toda la coleccion de fun}c\no
computables, ya que algunas de éstas, como div, no son .totfa!es. De ;c
hemos sefialado que la clase de las funciones recursivas primitivas no abar

siquiera

funciones Computables

funciones recursivas primitivas

funciones iniciales

Figura 4.6 Jerarquia de las funciones presentadas hasta ahora
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todas las funciones totales computables. En lo que resta de la presente seccién
trataremos de aclarar esta diferencia entre las funciones recursivas primitivas
y las funciones totales computables.

En una etapa del desarrollo de la teoria de funciones recursivas, algunas
personas pensaron que la clase de las funciones recursivas primitivas podria
contener todas las funciones totales computables. Sin embargo, estas conjetu-
ras fueron acalladas por el descubrimiento de funciones totales computables
(ue no eran recursivas primitivas. En 1928, W. Ackermann present6 un
ejemplo, la funcién A:N? —N(que ahorase conoce como funcién de Ackermann),
definida por las ecuaciones

A,y =y+1
A(x+1,0)=A(x, 1)
Ax+1,y+1)=A(x, A(x + 1, y))

la cual demostr6 ser computable y total, pero no recursiva primitiva.

La demostracion de estas afirmaciones es algo tediosa y por lo tanto se
pospone hasta el apéndice B. Lo importante es que en nuestro estudio no
necesitamos un ejemplo especifico de funcion total computable que no sea
recursiva primitiva. Lo tnico que realmente necesitamos saber es que existe
este tipo de funciones y, en retrospectiva, la demostracion de su existencia es
bastante directa, como veremos a continuacion.

TEOREMA 4.1

Existe una funci6n total computable de N a N que no es recursiva
primitiva. ' ‘

DEMOSTRACION

Es posible definir con una cadena finita de simbolos a toda funcion
primitiva recursiva deNaNque se construyaa partir de las funciones
iniciales por medio de un niimero finito de combinaciones, compo-
siciones y recursividades primitivas. Por lo tanto, podemos asignar
un orden a las funciones recursivas primitivas, acomodando en
primer término sus definiciones de acuerdo con su longitud (prime-
ro las cadenas mas cortas) y luego ordenando alfabéticamente las
cadenas de la misma longitud. Entonces podemos hablar, en térmi-
nos de este ordenamiento, de la primera funcién recursiva primitiva
(representada por f)), la segunda funcion recursiva primitiva (deno-
tada porf,) y, en general, la funcion recursiva primitiva n (represen-
tada porf).

Definamos ahora la funcién f: N — N tal que f(n) = f, (n) + 1 para
todon €N.Entonces, fes total y computable (podemos calcular f(1)
encontrando la enésima funcion recursiva primitivaf, y luego calcu-
lando f,(n) + 1). Sin embargo, f no puede ser recursiva primitiva (si
lo fuera, tendria que ser f, para algin m €N, pero entonces f(m)

P e w e
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:“. .2 . 3 s
funciones computables Muestre que la funcion dif: ¥ — N definida por

dif (x, y) = valor absoluto de x - y

i - rsivas ; Ll
D es recursiva primitiva.

Sunclones recursivas 4. Muestre que la funci6n factorial f(x) = x! es recursiva primitiva.
uncio

\ \ primitivas
funciones iniciales

5. Encuentre A(3, 1), donde A es la funcion de Ackermann.

4.3 FUNCIONES RECURSIVAS PARCIALES

Nuestro estudio de las funciones computables nos ha llevado a las clases de
lns funciones iniciales, las funciones recursivas primitivas y las funciones
lotales computables, todas las cuales son totales. Ahora ampliaremos
nuestro estudio para incluir las funciones parciales computables.

Figura 4.7 Figura 4.6 revisada
Definicién de las funciones recursivas parciales

seria igual a f, (1), lo cual no puede ser verdad ya que se defini6 que

fim) esf (m) +1).

Llegamos entonces a la conclusion de queftiene las caracteristicas
requeridas por el teorema.

Para ampliar nuestro estudio de las funciones computables mas alld de las
funciones totales computables, aplicamos la técnica de construccién conocida
¢omo minimalizacién. Esta técnica nos permite construir una funcion f: N* —
Na partir de otra funcion g:N"*! - N declarando a f{(X) como la menor y enN tal
(ue g(x y) = 0y g(%, z) esté definida para todos los enteros no negativos z
menores a y. Esta construccion se representa con la notacion f(x) = py[g(%, y)
» 0], que se lee “f(x) es igual a la menor y para la cual §(%, y) es cero y (%, z)
eutd definida para todos los enteros no negativos z menores que y”.

Como ejemplo, suponga que g(x, y) se define de acuerdo con la tabla de
Ia figura 4.8 y que f(x) se define como py[g(x, y) = 0]. Entonces, f{0) = 4, f(1) = 2
¥ /(2) no esta definida (aunque 4 es el menor valor de y para el cual g(2, y) =0,
§(2, z) no esta definida para todos los valores de z menores que 4, por lo cual f{2)
o estd definida). Enlo que se refiere al valor def(3), la tabla no nos proporciona
Muficiente informacion para determinar si se encuentra definida o no.

Queremos recalcar que, como sucede en el ejemplo anterior, la
minimalizacion puede producir funciones que no estin definidas para ciertas
#ntradas. Otro ejemplo es la funcion f: N — N definida por f(x) = py[mds(x, y) =
)] En este caso fes 0 con 0, pero no esté definida para las demds entradas (para
¥ > 0 no hay ningiin y en N tal que x + y = 0). Otro ejemplo es la funcién de
tociente entero div:N? — N definida por

La clase de las funciones totales computables se conoce como clase de I
funciones p-recursivas. Con base en esto, el teorema 4.1 indif:a quela figura
se puede refinar para obtener la figura 4.7. En la proxima seccion examinare
la porci6n de la figura 4.7 que yace fuera de las funciones p.recursivas.

Ejercicios

1. Muestre que la funcién caracteristica de cualquier subconjunto finito de
es recursiva primitiva.

2. Muestre que la funcion impar: N — N definida por

i 1 si x es impar
HMPAT(X) = 1 0 si x es par

es recursiva primitiva.

. parteenterade x/ysiy#0
div(X, ¥) = | no definida siy = 0




220 CAPITULO4 COMPUTABILIDAD

g(0,0) =2 g1,00=3 g20) =8 9(3,0) = 2
g0,1) = 3 g(1,1) = 4 g21) =3 gB8,1) =6
902 =1 g(12) =0  g(22) = nodefinido  g(3,2) = 7
g03) =5 g(13) =2 g23) =6 9(33) = 2
g(0,4) =0 g(1,4) =0 g(24) =0 g84) =8
9(0,5) = 1 — 0 = = 4

9(1.5) g(25) = 1 9(3.5)

Figura 4.8 Valor de g(x, y) para varias xy y

que con la minimalizacién puede construirse como
div(x, y) = wi((x + 1) = (mult(t, y) + y)) = 0]

Por otra parte, en algunos casos la minimalizacion produce funciones
totales como f(x) = py[monus(x, y) = 0], que no es mas que la funcion identidad:
el menor y tal que x —y = 0 es el x mismo.

Consideremos ahora la computabilidad de una funcién definida median=
te la minimalizaci6n. Si la funcion parcial g es computable, entonces se puede
calcular f(¥) = py[g(x, y°) = 0] calculando los valores g(%, 0), g(%, 1), 8(%, 2), ete.,
hasta obtener el valor 0 o llegar a un valor z para el cual (%, z) no esté definida.
En el primer caso, el valor def(Z) es el valor de y para el cual se encontr6 que
(%, y) era 0; en el segundo caso, f( ) no esté definida. Por ende, el proceso dé
minimalizacién aplicado a una funcion parcial computable produce una
funcién parcial computable.

Esta observacion nos permite ampliar nuestro repertorio de funcione;
computables més alld de los limites de las funciones recursivas primitivas
hasta la clase conocida como funciones recursivas parciales. Para ser md
precisos, la clase de las funciones recursivas parciales es la clase de laj
funciones parciales que pueden construirse a partir de las funciones iniciale|
aplicando un nimero finito de combinaciones, composiciones, recursividade
primitivas y minimalizaciones. En este contexto, la funcion div previament
definida es recursiva parcial pero no recursiva primitiva.

Observe que la construccién de una funcién parcial recursiva pued
requerir la aplicacién de combinaciones, composiciones o recursividade
parciales a funciones estrictamente parciales. En estos casos, las definicione
de estas operaciones se extienden en dos formas evidentes: la combinaci6n d
dos funciones parciales fy g estd definida en% si y s6lo si fy g estdn definida
en¥, y la composicion de fy g estd definida en si y s6lo si g estd definida en

% y f estd definida en g(%). En forma similar, f estd definida en (%, y) pol
recursividad primitiva a partir de g y i si'y solo si g esta definida enX y h esk
definida en (%, z, (%, z), para todos los enteros no negativos z menores que J.
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todas las funciones

funciones recursivas
' parciales

funciones p - recursivas

funciones recursivas
primitivas

funciones iniciales

Figura 4.9 Jerarquia de las clases de funciones en la teoria

de funciones recursivas

Una vez mds subrayamos que el término parcial no quiere decir que todas
las funciones de la clase de las funciones recursivas parciales sean parciales en
el sentido estricto. De hecho, 1a clase contiene las funciones p recursivas, todas
las cuales son totales (véase Fig. 4.9).

Con la presentacion de las funciones recursivas parciales llegamos al final
de nuestra jerarquia de funciones computables. Asi como la tesis de Turing
propone que la clase de las maquinas de Turing posee el poder computacional
de cualquier sistema de computacion, se plantea que la clase de las funciones
recursivas parciales contiene todas las funciones parciales computables. Esta
tesis se conoce como tesis de Church, aunque Church la propuso original-
mente en un contexto un tanto distinto. Un hecho que apoya la tesis de
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l \ A
—' AR, ——— §|L

—'lfgura 410 Maquina de Turing que calcula la funcién
flwy, wo, Wa) = (W, Wa)

Es evidente que no todas las funciones parciales son computables segiin
Turing. Por ejemplo, suponga que L, es el lenguaje del alfabeto T = {x, y}
tescrito en la seccion 3.5. Entonces, la funcion parcial f£* — £* definida por

Heidl {ysiwe Ly

indefinida en los demas casos

y de Church es mostrar que las maquinas de Turing tienen el poder suficien
para calcular cualquier funcién recursiva parcial. Esto implicar que la tesis d
Church no es més general que la de Turing. Sin embargo, para establecer es r
podgr computacional de las maquinas de Turing, pr;mero tenemos i'
Ec!lox;gl(:eratlr ccile lm;(levollos fundamentos de las méquinas de Turing, esta ve:rf1
ntexto del cdlculo de funci i6 y
iy rgconocimiento . lengﬁ:jc(:;)'nes en vez del de la resolucién de proble
n términos generales, una maquina de Turin i
relacionando configuraciones inicialgs de la cinta cor% ccc;iriiillgl:r:gznfellsr‘fc'l |
les. Para ser r'nés precisos, acordemos que una tupla de cadenas, al represe X
tarse en la cinta de una maquina de Turing, aparecera como’una }Dista .
cadenas separadas por espacios en blanco. La tupla (xyz, yyxy) estari;
zgris&erzada ZorA gxyxAyyxyAAA “**, (xyx, A, yyxy) apareceria comc
- ¥orma lyny‘;vc‘yt : Al empleaf esta regla convencional, podemos defi
A o fﬁr:lgsng:pslec]i: ::Z maquinas de Turing como dispositivos de
) 7 nera siguiente: se dic ina
de Turing M =(5,%,T,8, 1,h)calcula l§ funcién parci:ljc!:L;:(‘e*"'u—r:a}:’g'1 ?g:rlig
Z, es un conjunto de simbolos distintos de espacio en blanco que pell'tenece ‘
aI) si para cada (w, w,, +, w,) en *", al poner en marcha M con

configuracion de cinta Aw, A ;
onf) A Aw, A+ Aw,, AAA--- se
siguientes consecuencias. it s

10 es computable por una maquina de Turing. De hecho, la capacidad para
galcular esta funcion equivaldria a la capacidad para aceptar el lenguaje L, y
ya hemos visto que L, no es aceptado por una maquina de Turing. De manera
parecida, la funcion £{0, 1}* — {0, 1}* definida por

1siw=p (M) para una miquina autoterminante M
flw) = :
0 en los demads casos

1o es computable por una maquina de Turing pues su célculo equivaldria a
tesolver el problema de la parada.

Antes de continuar, debemos senalar que al calcular una funcién con
una maquina de Turing no hemos requerido que la maquina coloque su
gabeza sobre una celda especifica de la cinta antes de detenerse. Sin
gmbargo, podemos ser més exigentes con respecto a la configuracion de
salida de una maquina de Turing sin restringir la clase de las funciones que
se pueden calcular. Especificamente, si una mdquina de Turing calculara
una funcion parcial de acuerdo con la definicién anterior, podriamos
modificar la maquina para que antes de detenerse devolviera la cabezaala
celda del extremo izquierdo de la cinta (en esencia, se trata de marcar la cel-
da del extremo izquierdo, simular la maquina original y devolver la cabe-
za a la celda marcada si la simulacion llega al estado de parada de la
mdquina original). Con frecuencia es més conveniente trabajar con esta ma-
(uina modificada que con una menos restringida, por lo que acudiremos a
estas maquinas cuando resulte conveniente.

2
(];In .aquellos casps en quef(wl, W, *++, w_), estd definida, M se
etiene con su cinta conteniendo A, Ao, A Av A AN -+ done
, 9@ 0) < @,y ) e
0Br) ;qgellos ca-so’s en que f(wl, w,, =+, w,) no estd definida, M nunca
se detiene (quizas por una terminacion anormal).

Se dice que una funcién parcial

: que puede calcularse con al i
de {L;r;pg es computable por una miquina de Turing. -

igura4.10 muestra una maquina de Turin i

: g para calcular la funcién

establece una corr'espondenaa entre cada tripleta de cadenas (w,, w., w ) ;]'UJ
par &wl, w,). Otro ejemplo es la maquina — L quecalcula la funcion payrci;l i3
— X% la cual no esté definida para ninguna cadena en 3*. :

Computabilidad con una maquinas de Turing de funciones
recursivas parciales

Ahora el objetivo es mostrar que las funciones recursivas parciales estin
incluidas en la clase de funciones parciales computables por una mdquinas

de Turing.



224 CAPITULO4 COMPUTABILIDAD

Establezcamos que se representardn con notacién binaria los entero;
no negativos en la cinta de una maquina de Turing; de esta manera, u
n-tupla enteros no negativos se puede representar en la cinta de un
maquina de Turing como una lista de los componentes separados po:
espacios en blanco. Por ejemplo, el patron A11A10A100A representa:
ria la tupla de tres componentes (3, 2, 4), y A10A0A11A1A represen
taria la tupla de cuatro componentes (2, 0, 3, 1). -

Basandonos en esta notacion, podemos utilizar las maquinas de Turing cor
alfabeto {0, 1} para calcular funciones parciales de la forma f:N" — N", donde
y 1 son enteros no negativos. Asi mismo, las miquinas de Turing se pueder
considerar como posibles instrumentos para calcular las funciones recursiv.
parciales. De hecho, el siguiente teorema muestra que estas maquinas pued
calcular todas las funciones recursivas parciales.

TEOREMA 4.2
Toda funcién recursiva parcial es computable por una miquina de
Turing.

DEMOSTRACION

Primero mostramos, en la figura 4.11, que las funciones iniciales son
computables por una maquinas de Turing. Esta figura describe ma-
quinas explicitas que calculan las funciones cero, sucesor y de proyec-
cion.

Luego mostrames que también son computables por una maqui-
nas de Turing las funciones parciales construidas por combinaci6n,
composicion, recursividad primitiva y minimalizacion a partir de
funciones parciales computables por una maquina de Turing. Comen-
cemos por la combinaci6n. Si tenemos méaquinas de Turing M, y M, que
calculan las. funciones parciales g, y g,, respectivamente, podemos
construir una maquina de Turing M que calcule g, x g, de la manera
siguiente: disefie M como una maquina de tres cintas que comience por
duplicar su entrada en cada una de las demas cintas. Luego, M simula
M, usandolacinta2y M, conlacinta 3. Si cada una de estas simulaciones
lleva a una terminacion valida, M borra su primera cinta, copia el
contenido de las otras cintas a la cinta 1 para que ésta contenga las
salidas de g, y g, separadas por espacios en blanco, y se detiene.

Es muy facil construir una médquina de Turing que calcule la
composicion de dos funciones parciales, cada una computable por
una maquina de Turing. Si la maquina M, calcula g (devolviendo la
cabeza a la celda del extremo 1zqu1erdo antes de detenerse) y M,
calcula f, entonces - MM, calcula fo g.

Consideremosahora la recurs1v1dad primitiva. Para esto, suponga
que f estd definida por

£ 0) = g@ - oy
fx,y + 1) = h(x, y, f(x, y))

— RA - | >

FUNCIONES RECURSIVAS PARCIALES 225

Maquina para calcular o :

e 14
] O L LB gapey

0

e A

Maquina para calcular {:

— ROL

, . ’ A
Maquina para calcular =; :

iveces i—jveces j—1veces
7 p l'——'__—ﬂ T Y i =)
| | | L R Ny
R :I ] ESLL— I
it ey ll: —aA | | —»AI
T I o il X

Figura 4.11 Calculo de las funciones iniciales

donde g es una funcion parcial calculada por la maquina de Turing
M, y h es una funcion parcial calculada por M, (podemos suponer

que M, y M, devuelven su cabeza a la celda del extremo izquierdo de
la cinta antes de detenerse). Entonces, f se puede calcular con una
méquina de Turing que opera de la siguiente forma (véase Fig. 4.12):
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1. Sieldltimo componente de la entrada es 0, borra este componente,
devuelve la cabeza a la celda del extremo izquierdo y simula la
mdquina M,.

2. Si el tltimo componente de la entrada no es 0, la cinta debe
contener unasecuencia\, %, A, y+1,A,A,A, ---para un entero
no negativo y.

a. Utilice las técnicas de las maquinas de copiado y decremento de
seccion 3.2 para transformar el contenido de la cinta en la secuencis

V't A Y L%, Ly 1, fai P LR AL o - i | P a0 APAPRLY

Luego ubica la cabeza sobre la celda que sigue a 0y simula M,.
b. La cinta contendré ahora la secuencia

A/f: Al yr A/fl Ar y_ 1/ Ar Ak Ar iAl 01 AI g(f): A

que equivale a

Alfl AI y; AI x—l AI y_ 11 A/ ¥ S Ar ir A/ 01 A/ ﬂxl O)r A

Ubica la cabeza sobre la celda antes de la tiltima % y simula M, Esto

producird una cinta que contiene
Alfl A/ y, Arx/ Ary— ll AI T
que equivale a

Alfl Al y, A/il A/ y"' 1/ A/ 4 7l A/ f/ A/ 1/ AI f(xl 1)/ A 5t
c¢. Continta aplicando M, a la parte posterior de la cinta hasta que s
aplica M, a

Al-f/ AI y/ Ar f(xl y)/ Al Ar g

y la cinta se reduzca a la forma A, (%, y, (%, y)), &, A, A, -+-. Es
equivalea A, f(x,y+ 1), A, A, ---, lasalida deseada.

Finalmente, debemos establecer que son computables por maqui-
nasdeTuringlas funciones parciales construidas con la minimalizacion
a partir de funciones parciales computables por maquinas de Turing.
Esto es bastante sencillo; para calcular py[g(z, y) = 0], donde g es
calculada por lamaquinade Turing M, podriamos utilizar una maqui-
na de tres cintas que operase de la siguiente manera:

1. Escribe 0 en la cinta 2.

OF 0,14, KZ,0,fx,0), A, =
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?)'(AyﬂA...

[ AXAyA...

A?AyA?Ay—1A...A)_(AOA).(A..
paso 2a f
A)'(AyAiAy—1A...A7A0?7A..

[ 'AiAyAiquA...AiAo?g(i)A
A)_(AyAYAy—1A...AiAOAf()_(,O)A...
AXAYyAXAy-1A...AXAO0AfXO)A...

paso 2b *
A)?AyAiAy—1A...$ h(x,0,f(x,0)) A . ..
L A)?AyAYAy—1A.../?f(x1)A
AXAyAhXyfixy-1)A...
? XAy AhXyfixy-1) A...
paso 2¢ ?7AyAf(3?,y)A...
?h()‘r,y.f(iy))A---
Afx,y+1) A. ..
Figura4.12  Representacion del contenido de la cinta de una maquina de Turing

durante los pasos del célculo de una funcién recursiva primitiva



228 cCAPITULO 4 COMPUTABILIDAD

2. Copiazx dela ci i :
cinlt)a % inta 1a la cinta 3, seguido por el contenido de la

;3. Sf'mulfa M empleando la cinta 3.
. Sila cinta 3 contiene 0, borra la cinta 1, copia el contenido de la

cinta2alacintaly sedetiene. D i
_ -Delo contrario,incrementa
en la cinta 2, borra la cinta 3 y regresa al paso 2. ey

Naturaleza recursiva parcial de las maquinas de Turing

P [

dzlg hCL(:rrZ\}E)]:;teabrenuestra demostracion de que la tesis de Turing equivale a la
TuringeSté’ restrir:o'fj mOIStl:ar queel podgr computacional de una maquina de
b gidoa calcu!o de funciones recursivas parciales. Paralograr
cont,enido de lar:i?\st u:jla méquxf—la (.je Turing (S, 3, T, 8,1, h) yseab= IT|.El
tadidn en bise bl adeestamaquina se puede interpretar como la represen-
B ik = unAentero no r}egativo, escrito en orden inverso. Simple-
espacios en gl B el dfgl.to Oy los simbolos de la cinta que no sean
Wi anco como digitos distintos de cero. Por ejemplo, siI" = {x,y, A}
eCIuivald/n’a grggit()a(g(i)co)g-c-omo ey Corpo 2, una cinta con AyxA AyA XIA y "'
representacion de 501 en ba;e%u(e\;ézzzrg?g;.lf3)mversal i oo

contenido de la cinta: ,il y l X lA l A , y l A l Al ;

convertir a digitos
en base tres

02100200. . .
invertir el orden 1
... 00200120
convertir
a base diez
501
Fi 7
Igura4.13  Interpretacion del contenido de la cinta de una méquina

de Turing como valor numérico
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Si interpretamos de esta manera las cintas de las maquinas, vemos que lo
(inico que realmente hace una méquina de Turing es calcular una funcién
parcial deNaN. Dado unniimero deentrada representado porla configuracion
inicial de la cinta, la maquina produce un niimero de salida representado por
la configuracion final de la cinta (para ser consistentes, insistimos en que la
cabeza dela cinta inicie el proceso en la celda del extremo izquierdo de lacinta,
pero no imponemos restricciones con respecto a la posicion final de la cabeza).
El hecho de que hayamos considerado este proceso como de aceptacion de
lenguajes o como de calculo de una funci6n, desde tuplas de simbolos a tuplas
de simbolos, no es mas que una cuestion de interpretacion de la cinta y no una
accién dela maquina. Por esto, podemos mostrar quela tesis de Turingnoes mas
general que la de Church si hacemos evidente que la funcién parcial deNaN
calculada por una maquina de Turing es recursiva parcial.

TEOREMA 4.3
Todo proceso computacional realizado por una maquina deTuringes

en realidad el cilculo de una funcion recursiva parcial.

DEMOSTRACION

Sean M = (S, %, T, 8,1, h) una maquina de Turing y f:N—Nla funci6n
parcial calculada por M interpretando el contenido de la cinta como
representaciones de enteros en base b = IT| en orden inverso. Es
decir, para cualquier n € N, f(n) estd definida s6lo si M se detiene
después de comenzar con n como contenido delacinta, y en este caso
f(n) se define como el nimero representado por la cinta de la
maquina detenida. Debemos mostrar que f es recursiva parcial.

2 si M mueve su cabeza hacia la redecha
cuando se halla en el estado p con
el simbolo actual x

1si M mueve su cabeza hacia la izquierda
cuando se halla en el estado p con
el simbolo actual x

0 en los demds casos

y si M escribe el simbolo y
cuando se halla en'el estado p con
el simbolo actual x

x en los demas casos

mov(p, x) =

simb(p, x) =

g si M cambia al estado q
cuando se halla en el estado
p el simbolo actual x

ksip =0 o(p, x) no es un par
estado-simbolo vilido

estado(p, x) =
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Para esto, asociamos 0 al estado de parada de M, 1 al estado inicial
y los demds enteros no negativos menores que k a los demis estados,
donde k es el niimero de estados en M. Asi, los estados de M estin
representados por los enteros 0, 1, «--, k- 1.

Alllegaraeste puntose han asignado valores numéricos tantoalos
estados de M como a los simbolos del alfabeto de M.

Ahora defina las siguientes funciones, las cuales resumen la infor-
maci6n que contendria el diagrama de transiciones de M.

Es posible representar cada una de estas funciones con una tabla
finita, como se mencioné en la seccion4.2, por lo que cada una deellas
es recursiva primitiva. En resumen, mov(p, x) indica si la acci6n
realizada por M al enfrentarse al par estado-simbolo (p, x) es un
movimiento a la derecha, un movimiento a la izquierda o una opera-
cion de escritura; simb(p, x) indica el simbolo quedejaria M en la celda
actual si el par estado-simbolo actual fuera (v, x); y estado(p, x) indica
el estado a donde pasaria M si el par estado-simbolo actual fuera (%)
Observe que estado(p, x) devuelve el niimero deestado k, invélido (los
estados de M se numeraron 0,1, -+, k-1),siel estado de entrada esel
de parada o el par estado-simbolo de entrada no es vélido. Esta
caracteristica nos garantiza que la funcion recursiva parcial no estara
definida para aquellas entradas que produzcan una terminacién
anormal de M.

Después observamos que en cualquier momento de los célculos
laconfiguracion de M se puederepresentarcon lo que llamamos una
tripleta de configuracion, 1o cual no es mas que una tupla de tres
componentes (w, p, n) donde w representa el contenido de Ia cin-
ta (como un nimero entero escrito en baseb = IT|), p es el entero
querepresenta el estadoactual deM, y 7 es un enterono negativoque
representa la posicion de la celda actual, donde la celda del extremo
izquierdo de la cinta es 1, la primera celda a la derecha es 2, la
siguiente celda es 3, etcétera.

Otros aspectos de los célculos se pueden determinar a partir de
lainformacion en una tripleta de configuracion. Por ejemplo, a partir
de la tripleta (w, p, n) podemos determinar el simbolo actual como
coc(w, b™') +mult(b, coc(w, b)) (véase Fig.4.14). Ademas, este cilculo -
solo implica funciones que, como ya hemos mostrado, pertenecen a
la clase de las funciones recursivas primitivas. Por lo tanto, la
funcién simbact:N* — N definida por

simbact(w, p, n) = coc(w, b™) + mult(b, coc(w, b))

calcula el simbolo actual a partir de la informacién en un tripleta de
configuracion, por lo que también es recursiva parcial.

Las funciones cabezasig, estadosig y cintasig son modelos de otros
cdlculos basados en la informacién de una tri pletade configuracién. En
particular, cabezasig esta definida por
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; = n + eg(mov(p, simbact(w, p, n)), 1) +
cabezasig(w, p, n) =n + quq(moS(p, st v Ao

Esta funcién produce el entero que representa l;:) si.gtéi.ente E::::\rj\n?
i i i bezasig es 0, indica u

a cabeza de la cinta. Si la salida de ca :

:::(f: anormal ocasionada cuando la cabeza sobrepasa el flmal nflen:z

cinta (recuerde que se asign6 el niimero 1 a la celda del extre

izquierdo de la cinta).

La funci6n estadosig esta definida por

ig(w, p, n) = estado(p, simbact(w, 12 n)) +
i i mult(k, —~cabezasig(w, p, n))

Normalmente, el segundo término en esta ls.t(;ma es 0, p(:l;el:\gj
] ¥ de estado valido que repr
estadosig devuelve un namero 3 iy
' i i ontrara en la configurac D
estado al cual pasaria M si se encon : iR
i i lazamiento esta acompanado p
n). Sin embargo, si este desp com b
inaci6 1 segundo término pro
rminacién anormal, entonces e ; i
:/ealor k, por lo que estadosig devolveria un numero de estado
invalido. _ , -
La funci6n cintasig estd definida por
intasi = ", simbact(w, p, n))) +
asig(w, p, n) = (w + mult(b”, sim /]
o mult(b”, simb(p, simbact(w, p, n)))

ido de la
Esta funcion produce el entero que reprgsg’nta el conte?ldor iy
cinta de M después de ejecutar una transicion de la configu
w n). . . . 3 n Or
; ,E;s funciones cabezasig, estadosig y.c1.rztaSIg se :;)rclls;trz%ec io]:\es
i inacio la composicion a parti
medio de la combinacion y S| : e
recursivas parciales, por lo que también son recursivas parill.:as i
Ademas, al combinar estas funciones obtenemos otra flunfnog relf/I i
1 z
i so de un célculo de M.
i : N* - N® que simula un pa
cion ik i d i ion de su entrada con la
i6 i e configuracion
funcion relaciona la tripleta igus : tr P
tripleta de salida que representa a la siguiente configuracion deM

manera mas precisa,

paso = cintasig x estadosig X cabezasig

Ahora, empleando la recursividad primitiv?, ?gf?i;qgi t:lgra\f fg-
. A Y
i6n ejec: P tal que ejec(w, p, n, t) produzca la trip ‘
cion gjec:N* —» N tal q 2 R
i6 ituacion de M después j
racion que representa a la si a s
transiciccl)nes desde la configuracion de arranque (zy, v, n)..gn &e:rtlcn)
lar, tras 0 transiciones M estaria todavia en la configuracién (w, p, ),

por lo que tenemos
ejec(w, p, n, 0) = (w, p, n)

R I——
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w=1120121

dividir entre p” -’

2

— 112=coc(w, b" )
l T = 110=multib, coc(w, b))
110 2 =digito nde w

T multiplicar por b
11

rdividir entre b”

w=1120121

Figura4.14  Localizacién del digito n de w,

n=5yb=3 , donde w= 1120121,

y después de t + 1 transiciones, M h

. i abria ejecu T
partir de la configuracién ejec(w, P Jecutado una transicion a
’

n, t), por lo que
egjec(w,p, n, t +1) = paso(ejec(w, p, n, t))

entr?g:lux;e;tei la ]sallda de. la funci6n calculada por M (dada .una
i nﬁmerg ;a or de la cinta al llegar al estado de parada (estado
ke P gl € Ppasos requeridos para llegar a este estado es
Comz 1,1, t) = 0], o sea, la menor ¢ para la cual el segund
ponente de gjec(w, 1,1, t) es 0 (observe que la funcién ej s
Y, por lo tanto, no hay problemas para calcular ],u[rt:;(ejec(l;:)e}lecleSt)tgt(é;]l

cuandoexistedicha t).C
! .Conbaseenesto, defini i0 i
parcial momen toparada: N — N como 1 TP

momentoparada(w) = ut[n(ejec(w, 1, 1,1 =0]
Asi, si f:N — Nes la funcin parcial calculada por M, entonces

fw) = m(ejec(w, 1,1, momentoparada(w)))

P 3l i
Or consiguiente, fes una funcion recursiva parcial
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En resumen, hemos mostrado que las funciones recursivas parciales son
computables por maquinas de Turing y que cualquier méquina de Turing no
hace mas que calcular una funci6n recursiva parcial. Esto significa quelas tesis
de Turing y de Church son equivalentes aunque se presenten en contextos
distintos. Con frecuencia, el concepto comtin en estas tesis se conoce
como tesis de Church-Turing en vez de tesis de Turing o tesis de Church.
§in embargo, la equivalencia de estas hipétesis es mds importante que la
mezcla de la terminologia, pues implica que hemos llegado al mismo limite
aparente para el poder de los procesos computacionales siguiendo dos
enfoques distintos, un enfoque operacional y uno funcional, lo cual refuer-
za nuestra confianza en estas conjeturas.

Ejercicios

1. ;Cuél es el valor def(4) si f estd definida por flx) = py[monus(x, pred(y)) =
0]? ;Es f total o estrictamente parcial?

2. Sig(x, y) es recursiva primitiva y m es un entero positivo, muestre que f:
N — N definida por f(x) = py[g(x, y) = m] es recursiva parcial (por lo tanto,
se puede emplear la minimalizacion para encontrar valores distintos de
cero sin salir de los limites de las funciones recursivas parciales).

3. Disefie una méquina de Turing que calcule la funcién f:£* — £* definida
por fiw) =w®, donde X = {x, y} y w* es la cadena wescrita en orden inverso.

4. ;Paracudles cadenas esté definida la funci6n parcial fix, y)*, calculada por
la maquina de Turing compuesta — R % yR L LL? Describa la funcién.

4.4 PODER DE LOS LENGUA]JES DE PROGRAMACION

Como aplicaci6n de la teoria presentada en las secciones anteriores, regrese-
mos a nuestra pregunta con respecto al poder expresivo de los lenguajes de
programacién. Lo que nos concierne es la cuestion de qué aspectos deben
incluirse para garantizar que, una vez disefiado e implantado un lenguaje de
programacion, no descubramos que existen problemas cuyas soluciones no
pueden especificarse con el lenguaje, y que si podrian haberlo sido si hubiéra-
mos implantado una version ampliada del lenguaje.

Nuestra estrategia es desarrollar un sencillo lenguaje de programacion
esencial con el cual pueda expresarse un programa para calcular cualquier
funcién recursiva parcial. Esto asegurara (suponiendo que la tesis de Church-
Turing es verdadera) que mientras un lenguaje de programacion cuente con
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las caracteristicas de nuestro sencillo lenguaje, permitira expresar una solu-
cién para cualquier problema que pueda resolverse de manera algoritmica.

Un lenguaje de programacién esencial

Puesto que nuestro lenguaje de programacion esencial se usara para calcular
funciones recursivas parciales, el tinico tipo de datos que se requiere es el
entero no negativo (como ya hemos sefialado, en un computador digital
moderno todo elemento de datos se representa como un entero no negativo,
aunque el lenguaje de alto nivel pueda disfrazar esta realidad). Asi mismo,
nuestro sencillo lenguaje de programacioén no requiere enunciados de decla-
racion de tipo, sino que los identificadores, que consisten en letras y digitos
(comenzando por una letra) se declaran automaticamente como de tipo entero
no negativo con solo aparecer por primera vez en un programa (por conve-
niencia, en ocasiones emplearemos identificadores con subindices a sabiendas
de que podemos eliminar esta informalidad a costa de perder un poco de
claridad).
Nuestro lenguaje contiene los dos enunciados de asignaci6n siguientes:

incr nombre;

decr nombre;

El primero incrementa en uno el valor asignado al identificador nombre,
mientras que el segundo lo decrementa en uno (a menos que el valor por
decrementar sea cero, en cuyo caso permanece con dicho valor).

El tinico otro enunciado de nuestro lenguaje es el par de enunciados de
control

while nombre # 0 do;

end;

- el cual indica que es necesario repetir los enunciados que se encuentran entre
los enunciados while y end mientras el valor asignado al identificador nombre
no sea cero.

Este es, entonces, nuestro lenguaje de programacion esencial. Es muy
sencillo; tanto que nuestra primera meta es incorporar algunos enunciados mas
poderosos que pueden simularse con secuencias de enunciados esenciales.
Entonces podremos utilizar estos enunciados adicionales para hacer mas senci-
llos los programas esenciales, de la misma forma que las macroinstrucciones se
utilizan para simplificar los programas en lenguaje ensamblador. Especifica-
mente, adoptaremos la sintaxis

clear nombre;
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clear aux;

clear nombret;

while nombre2 0 do;
incr aux;
decr nombre2;

end;

while aux # 0 do;
incr nombreft;
incr nombre2;
decr aux;

end;

Figura 4.15 Segmehto de programa representado por nombre1 < nombre2

como version abreviada de la secuencia

while nombre # 0 do;
decr nombre;
end;

cuyo efecto es asignar el valor cero al identificador nombre. Ademds
utilizaremos

\

nombre1 « nombre2;

para representar el segmento de programa dela figura4.15, que asigna el valor
de nombre2 al identificador nombre1 (primero se asigna el valor a la variable
auxiliar aux y luego se reasigna tanto a nombre1 como a nombre2; El esfuefzo
adicional que implica aux evita el efecto secundario de destruir la asignacion
original de nombre2).

Recursiva parcial implica programable con lo esencial

Ahora nuestra tarea es mostrar que para cualquier funcion recursiva parcial
existe un algoritmo para calcular la funcién, el cual puede expresarse con
nuestro sencillo lenguaje de programacion esencial Para esto, estableceremos
la convencion de que para calcular una funcién de N™ a N" escribiremos un
programa con los identificadores x,, X,, *+*, X para contener los valores de
entrada, y con z, Z,, ***, Z, para almacenar los valores de salida.
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4 C;on nuestro lenguaje es facil expresar los programas para calcular 1
unciones iniciales. La funcion { es manejada por

& clearz;
por

Z, ¢« x;
Vit on incrz,;

B éhora centramos nuestra atencién en las funciones recursivas parciales. Si

i ny Son programas que calculan las funciones parciales f: N* 5 N™ y o: N* —

. y respectlvamerfte, entonces la funciénf x g se puede calcular concatenando

e ]P;ograma G al fl'n'al del programa F, modificando F y G para que asignen sus

salidas a los identificadores apropiados (F debe asignar su salidaaz,, --- z

a la vez que G asigna su salidaaz__, --- j ' que nd

s l metv """+ Zpy,) ¥ @justando F para que no
(x:ya’ os valores de entrada antes de que G pueda utilizarlos
qui, como en los casos que se presentan mas ad :

. ‘ elante, suponemos que
los programas en cuestion no tienen nombres de variables auxilisres comuirlles
que };_ud}eran ocasionar efectos secundarios desastrosos. Si acaso los tuvieran
ge;rln iariamos los norr)bres; por ejemplo, todos los identificadores auxiliares;

programa F estarian precedidos por la letra F, mientras que los de G
estarian precedidos por G.)
Si Fy G calculan las funciones parciales f:N* 5 N'y ¢: N'— N™ respectiva

" ¥

mente, entonces g ofse puede calcular concatenando G al final de Fy ajustando

los identificadores de salida de F
identificadores de entrada deG. Sl e e G

G
aux =Xy, 4;
clear x,, ,;
while aux # 0 do:
Xk+2"z1;
X325,

»

Xkrm+1—2Zm;
H

incr x,,;
decr aux;
end;

Figura4.16  Programa paracalcular una funcién definida porrecursividad primitiva
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Ahora suponga que el programa G calcula la funcion parcial g:N* — N,
H calcula h:N**™*! — N", y, usando recursividad primitiva, fiN**! — N" se
define como

f(f, O) iy g(f)
f& y+1)=hz,y, (%, y)

Entonces se puede calcular fcon el programa de la figura 4.16, donde supone-
mos (sin perder generalidad) que G y H no tienen efectos secundarios indesea-
bles.

Mostramos ahora que si G es un programa en nuestro lenguaje esencial que
calcula la funciénrecursiva parcial g:N"*! - N, entonces podemos producir un
programa que calcule py[g(%, y) = 0]. El programa de la figura 4.17 lo lleva a
cabo calculando g(%, 0), g(%, 1), - - - hasta producir una salida cero (observe que
G se puede disenar para que no altere las asignaciones originales de sus
variables de entrada).

En este momento hemos alcanzado nuestro objetivo de mostrar que
cualquier funcién recursiva parcial puede calcularse por medio de un progra-
ma escrito en nuestro lenguaje de programacion esencial. Asi, de acuerdo con
la tesis de Church-Turing, sabemos que cualquier lenguaje que proporcioneel
tipoenterononegativoy la capacidad paraincrementar unvalor, decrementarlo
y ejecutar un ciclo while, tendra el poder expresivo suficiente para plantear la
solucion de cualquier problema que tenga una solucion algoritmica. Todas las
caracteristicas adicionales de un lenguaje representan una conveniencia, pero
no poder adicional.

Programable con lo esencial implica recursiva parcial

Después de haber descubierto el sorprendente poder de nuestro sencillo
lenguaje, se podria pensar que ofrece un medio para calcular més que las
funciones recursivas parciales. Por supuesto, si esta conjetura fuera verdadera,
contradiria la tesis de Church-Turing ya que obtendriamos un método para
calcular una clase de funciones mayor que la de las funciones recursivas
parciales (computables por mdquinas de Turing). Por esto, no es ninguna

clear x,, +;

G

while z, # 0 do;
incr x,, 1;

end;
Zy—Xp 41

Figura4.17  Programa para calcular py[g(%, y) = 0]
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sorpresa saber que cualquier célculo expresado en nuestro sencillo lenguaje
puede mode-larse por medio de una funcion recursiva parcial.
Para demostrar la realidad de este limite del poder de nuestro lengua-

je, primero observamos que cualquier programa en nuestro sencillo lenguaje

debe comprender cuando menos un identificador, ya que debe contener
cuando menos una de las tres formas de enunciados (incr, decr, while), y cada
uno de estos enunciados implica una variable. Si un programa contiene k
variables y presentamos colectivamente estas variables como una k-tupla,
entonces el cilculo expresado por el programa en realidad representa una
funcién de N* a N¥, donde la k-tupla de entrada comprende los valores
asignados a las k variables al iniciar el programa, y la salida es la k-tupla de los
valores asignados a estas k variables al llegar al final del programa (si el
programa nunca termina, entonces la funcion no esta definida para esa tupla
de entrada). Procedamos ahora a mostrar que esta funcién debe ser recursiva

parcial. Nuestra estrategia serd inducir en el niimero de enunciados en el

programa.

Si tinicamente existe un enunciado en el programa, hay tres posibilidades: |
puede ser un enunciado incr, decr o while. Los primeros dos casos calculan las

funciones recursivas primitivas o y pred, respectivamente, mientras que el
tercer caso

while nombre # 0 do;
end;

calcula la funcién

0 si nombre =0
no definida en los demas casos

f(nombre)= {

que es idéntica a la funcion recursiva parcial
flnombre) = py[mds(nombre, y) = 0]

Por lo tanto, todos los programas que contienen un solo enunciado de
nuestro sencillo lenguaje calculan funciones recursivas parciales.

Ahora consideremos los programas con n enunciados, donde n > 1,
suponiendo que todo programa con menos de n enunciados debe
calcular una funcion recursiva parcial. Si el programa en cuestion no
tiene la estructura de un enunciado while de gran tamafio, entonces es la

concatenacion de dos programas més pequenos. Por nuestra hipétesis de

induccién, cada uno de estos programas mds pequerios calcula una funciéon
recursiva parcial, pero el programa global calcula la composicion de estas
funciones. Por consiguiente, el programa completo calcula una funcion
recursiva parcial.
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Para concluir nuestro argumento, suponemos que el programa en cuestion
consiste en una gran estructura while, que representamos como

while X # 0 do;
B
end;

Puesto que B, el cuerpo de este ciclo, contiene menos de n enunciados,
nuestra hip6tesis de induccion nos indica que calcula una funcién recursiva
parcial h:N*— N*. Ademads, podemos suponer que la variable X identificada en
¢l enunciado while es uno de los componentes, digamos el j, de la k-tupla que
manipula B (si B no manipulara esta variable durante el proceso ciclico, una
vez iniciado nunca terminaria); por lo tanto, toda la estructura while calcularia
la funcion recursiva parcial que coincide con la funcion identidad cuando X
s cero, y no estd definida para todas las demds entradas).

Aplicando la recursividad primitiva, definimos la funcion f: N¥*! — N*
como

(%, 0) = ident()
f&, y+1)=h(fix, y))

donde ident es la funcion identidad (la funcion identidad se puede construir
como la combinacién de proyecciones, por lo que es recursiva primitiva).
Observe que el valor de f(%, y) es la k-tupla producida por la asignacion de
valores iniciales ax durante el cuerpo del ciclo, B, y la posterior ejecucion el
ciclo y veces. El niimero de veces que se ejecutard realmente el cuerpo de la
estructura while es py[n o f(%, y) = 0]. Entonces, la funcion g:N* — N* calculada
por toda la estructura while estd definida por

8(®) = fix, pylr§ o fix, y) = 0])

Por consiguiente, la funcién calculada por toda la estructura while es recursiva
primitiva.

Para concluir, debemos sefalar que el estudio de la computabilidad por
medio de los lenguajes de programacion es otra 4rea de investigacion cuyos
resultados apoyan la tesis de Church-Turing. De hecho, no se ha disefiado
ningun lenguaje de programacion que tenga mayor poder expresivo que
nuestro sencillo lenguaje (aunque los lenguajes mas elaborados que se em-
plean en la actualidad son obviamente superiores en cuanto a legibilidad).

Ejercicios

1. Muestre que el lenguaje de programacién que consiste en enunciados de la
forma
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clear nombre; incr nombre; loop nombre veces;

end;
tiene el poder expresivo equivalente a las funciones recursivas primitivas.

2. Escriba un programa en el sencillo lenguaje while de esta seccion q
calcule la funcién f:N XN — N definida por

lsix>y
0 en los demas casos

flx, y) = {
3. Muestre como puede simularse la estructura de programacion
if x=0then S else S,

donde S, y S, representan segmentos de programa, con el sencillo lenguaje
while de esta seccion.

4. Muestre como puede simularse la estructura de programacion

repeat S until x=0

donde S representa un segmento de programa, con el sencillo lenguaje
while de esta seccion.

4.5 COMENTARIOS FINALES

En este capitulo hemos ampliado nuestro estudio, partiendo del procesamien-
todelenguajes hasta incluir el cdlculo de funciones. Nuestro objetivo principal
era apoyar la tesis de Turing mostrando que esta de acuerdo con las conjeturas
que han surgido en otras dreas de investigacion. )
Comenzamos por identificar las limitaciones generales de los procesos
computacionales. Para liberar a nuestro estudio de un sistema computacio-
nal especifico, decidimos considerar un acercamiento funcional a la
computabilidad, en vez de uno operativo. Es decir, nos centramos en lo que
logran los procesos computacionales en vez de como se realizan. Esto nos
llev6 a la clase de las funciones recursivas parciales que, de acuerdo con la
tesis de Church, es la clase de las funciones parciales que cualquier sis=
tema computacional puede calcular. Luego mostramos que este limite
aparente para los procesos computacionales coincide con la tesis de Turing.
Después consideramos el poder expresivo de los lenguajes de programa-
ci6n tradicionales. Lo que buscabamos era determinar si un lenguaje dado
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Impone restricciones innecesarias con respecto a la clase de problemas que
pueden resolver los programas en ese lenguaje (;puede cualquier problema
con solucién algoritmica resolverse por medio de un programa escrito en ese
lenguaje?). Nuestra estrategia fue definir un sencillo lenguaje de progra-
macion esencial y mostrar que un programa escrito en ese lenguaje podia
calcular cualquier funcion recursiva parcial. Por esto, si aceptamos la tesis de
Church-Turing, podemos llegar a la conclusion de que cualquier lenguaje
de programacién que contenga las caracteristicas de nuestro lenguaje esencial
tendra la generalidad suficiente para permitir que cualquier problema con solu-
ci6n algoritmica se resuelva utilizando un programa escrito en dicho lenguaje.

Por ultimo, consideremos de nuevo todo nuestro estudio. Atacamos el
problema de la computabilidad desde varias direcciones: méaquinas
computacionales, gramdticas generativas, teoria de funciones recursivas y
lenguajes de programacion. Encada caso descubrimos unlimiteaparente para
las capacidades computacionales de cada enfoque, y mostramos que estos
limites coinciden con los demads. Los lenguajes estructurados por frases son
iguales que los lenguajes aceptados por maquinas de Turing, las funciones
computables por maquinas de Turing son iguales que las funciones recursivas
parciales, y las funciones recursivas parciales son iguales que las funciones
computables con el lenguaje de programacion esencial. Por lo tanto, parece
que hemos identificado los confines de los procesos computacionales y,
especificamente, de los computadores. Es decir, hemos encontrado un
firme apoyo para la tesis de Church-Turing: si una maquina de Turing no
puede resolver un problema, entonces ningtn computador puede hacerlo
pues simplemente no existe un algoritmo para obtener susolucién. Enotras
palabras, las limitaciones que hemos detectado corresponden a los proce-
s0s computacionales, no a la tecnologia.

Conbase en estas observaciones, es comtin considerar un problema como
problemasoluble (0 problema soluble conuna miquinade Turing)siy s6lo
si puede resolverse con los calculos de una maquina de Turing. Asi, el
problema de aceptacion del lenguaje L, definido en la seccién 3.5, y el
problema dela parada son ejemplos de problemas insolubles. En el apéndice
C se analizan otros problemas insolubles.

Problemas de repaso del capitulo

1. Encuentre el valor de

a. (020 x0))

c. (oxo0)omi(4,7)

b.. B XmEX 15, 6:7)
d. {om}(4,5,6)

2. Encuentre el valor de f(5, 4) si la funcion f esta definida por
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10.

11.

12.

f(x,0) =0 (x)
flx, y+1)=(nief)(x, y)

Muestre que la funcion f definida por

_ Jxsizes par
fz 4 2) = y siz es impar

es recursiva primitiva.

Muestre que la funcién mdstripleta:N* — N definida por mdstripleta(x, y, 2)
=X + Y + z es recursiva primitiva.

Muestre que es recursiva primitiva la funcién que asigna a cada tripleta
dela forma (x, y, z) el par ordenado que resulta de intercambiar x y y un
total de z veces.

Encuentre f(0), f(1), f(2) y f(3) si f esta definida por f(x) = py[eq(x,
y) = 0]. Encuentre g(0), g(1), §(2) y 8(3) si g esta definida por g(x) =
ryl—eq(x, y) = O].

Calcule A(2, 2), donde A es la funcién de Ackermann.

Resuma la importancia de la funcién de Ackermann en la jerarquia de

funciones iniciales, recursivas primitivas y recursivas parciales.

Proporcione un ejemplo de una funci6n recursiva primitiva que no sea

funci6n inicial y un ejemplo de una funci6n recursiva parcial que no .

sea recursiva primitiva.

Muestre que la funcién f: N — N definida por

x + 1 six es par
f)=1xsixes impar

es recursiva primitiva.

Muestre que sif:N — Nes una funcion recursiva primitiva uno a uno,
entonces la funci6n inversa g:N — N definida por g(f(x)) = x es
recursiva parcial.

Los computadores digitales son capaces de evaluar ciertas relaciones
entre enteros, como “igual a”, “menor que”, “mayor que”, etcétera.
Muestre que, no obstante, existen relaciones entre enteros que no
pueden resolverse con un computador. (Sugerencia: considere un argu-

mento de cardinalidad.)

13.

14.

15.

16.

7.

18.

19.

20.

21

22.

23.

24,

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO

Muestre que el lenguaje de programacion Pascal ofrece una forma para
calcular cada una de las funciones recursivas parciales. ;De qué manera se
restringe potencialmente este poder al implantarlo en una maquina real?

Utilizando el lenguaje de programacion esencial de la seccién 4.4,
escriba un programa que calcule la funcion mids de la seccién 4.1.

Utilizando el lenguaje de programacién esencial de la seccion 4.4,
escriba un programa que calcule la funcion factorial.

Utilice un argumento de cardinalidad para mostrar que existen funcio-
nes deNaN que no pueden calcularse con el lenguaje de programacién
esencial de la seccion 4.4.

Utilizando el lenguaje de programacion esencial de la seccion 4.4,
escriba un programa que calcule la funcion f: N — Ndefinida por f(x) =
pylmult(x, y) > mads(x, y)]. ;Para qué valores no estd definida f?

Muestre que el poder computacional del lenguaje de programacion
esencial de la seccion 4.4 no se reduce si el enunciado while se
sustituye por una estructura ifthen y la capacidad para expresar
procedimientos recursivos.

(Para qué cadenas esta definida la funcién parcial f:{x, y}* — {x, y}*
calculada por la méquina de Turing compuesta — R R L, ? Describa la
funcién.

Muestre que si podemos colocar etiquetas a los enunciados y usar el
enunciado goto en el lenguaje de programacion del ejercicio 1 de la
seccion 4.4, obtenemos un lenguaje con el mismo poder expresivo que
nuestro lenguaje de programacion esencial de la seccion 4.4.

Proporcione un ejemplo de una funcién que no sea recursiva parcial.

Suponga que §:N - Ny h:N® - N son recursivas primitivas. Muestre
que también lo es la funcién f: N — N definida por

S0, y) =8(y)
flx+1,y)=h(fx, y),y, x)

Muestre que si f: N — N es una funcion y M es una maquina de Turing
que al recibir la entrada 7 calcula el valor f(n) en no mas de 2" pasos,
entonces f es recursiva primitiva.

Disefie una maquina de Turing que calcule la funcién fix, yP x {x, y)* -
{x, yi* x {x, y)* tal que flw,, w,) = (w,, w,).
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25.

26.

275

28.
29.

30.

31.

32.

33.

Suponga que g:N* — N es recursiva primitiva y que fi¥ - N estd

definida de manera que f(x, y) sea el y mds pequefio, menor que z
donde g(x, y) = 0, o cero si no existe tal y. Muestre que f es recursiva

primitiva.
Muestre quela funcién med:N*— N, donde mcd (x, y) es el maximo comun

divisor de x y y, es recursiva parcial.

Muestre que, aplicando un niimero finito de combinaciones, composi-
ciones, recursividades primitivas y cuando mucho una minimalizaci6n,
cada funcién recursiva parcial se puede construir a partir de las funcio-
nes iniciales.

Definaf:N—N paraquef(0)=0,f(1) =1y f(n + 2) =f(n) +f(n + 1). Muestre
que f es recursiva primitiva.

Defina fiN — N para que f(x) sea la suma de los divisores de x. Por

ejemplo,f(5)=1+5=6yf(6)=1+2+3+6=12. Muestre quefesrecursiva

primitiva.

Proporcione un argumento con respecto a que los lenguajes de progra-
macion Pascal, Modula-2, Ada, FORTRAN y COBOL tienen, a fin de cuen-
tas, idéntico poder computacional (observe que esto no quiere decir que
sean equivalentes en cuanto a su apoyo a ciertos objetivos de disefio,
como son la abstraccion de datos, la ocultacion de informacion, el disefio
modular y la implantacién de objetos).

Muestre que si la funcion f: N°— N es recursiva parcial, también lo es la
funcion g: N— N, definida por g(x) = f(x, 5).

Suponga que f: N— Ny g: N— Nson funciones recursivas parciales.

Muestre que existe una funcion recursiva parcial h: N— Ntal que h(x)

este definida para exactamente aquellos valores de x para los cuales
f(x) estd definida o g(x) esta definida.

Suponga que f:N— N yg:N— N son funciones recursivas parciales. Diga
si existe una funcion recursiva parcial h:N— Ntal que

f(x) si f(x) esta definida
h(x) = { g(x) si g(x) esta definida pero f(x) no lo estd
no definida si ni f(x) ni g(x) esta definida

PROBLEMAS DE ROGRAMACION

Problemas de programacion

1. Escriba un programa para calcular g(x) = py[—eq(f(x, y), 1) = 0] para varias
funciones f: NxN— N. ;Qué sucede durante la ejecucién de su programa si
la funcion fes div (véase Sec. 4.4) y trate de calcular g(2)?

2. Escriba un intérprete para el lenguaje de programacion esencial de este
capitulo.

3. Escriba un programa para calcular la funcién de Ackermann. ;Qué proble-
mas surgen al tratar de ejecutar su programa?
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CAPITULO 5

Complejidad

5.1 Complejidad de los cilculos
Medicién de la complejidad

. Complejidad de los calculos de maquinas de Turing

5.2 Complejidad de los algoritmos

- Complejidad temporal de las maquinas de Turing

Rendimiento medio :
Analisis informal de algoritmos

5.3 Complejidad de los problemas

- El problema de comparacion de cadenas

Tasas de crecimiento
Limitaciones de la escala de tasas de crecimiento

54 Complejidad temporal de los problemas

. de reconocimiento de lenguajes

Calculos de tiempo polindmico
La clase P
Lenguajes decidibles en tiempo polindmico
Problemas de decision

5.5 Complejidad temporal de miquinas no deterministas
La clase NP
Reducciones polindmicas
Teorema de Cook

5.6 Comentarios finales

Nuestro estudio de los procesos computacionales nos ha llevado a
clasificar los problemas en dos grandes categorias: los problemas
con solucién y los problemas sin solucion. En este capitulo nos
centraremos en la clase de los problemas solubles; nuestro objetivo
es estudiar las soluciones de estos problemas desde una perspectiva
practica mas que tedrica. En resumen, veremos que muchos de estos
problemas, aunque en teoria sean solubles, requieren tal cantidad
de recursos (como tiempo o espacio de almacenamiento) que desde

el punto de vista practico permanecen sin solucion.
e e
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51 COMPLEJIDAD DE LOS CALCULOS

Uno de los principales objetivos de este capitulo es establecer una escala para
clasificar los problemas de acuerdo con su complejidad. Consideraremos que
un problema es complejo si su resolucion requierela ejecuciéon de un algoritmo
complejo. A su vez, se considera que un algoritmo es complejo si su aplicacion
requiere la ejecucion de un célculo complicado (consideramos que un célculo
es el proceso que selleva a cabo cuando seaplica unalgoritmo en una situacion
determinada. Por ejemplo, el algoritmo de multiplicacion tradicional conduce
adiferentes calculos, quiza con complejidades distintas, al aplicarseadiversos
valores). Para alcanzar nuestro objetivo de medir la complejidad de los
problemas, debemos aprender a medir la complejidad de los calculos indivi-
duales,apartirdelo cual podemos determinar lacomplejidad delos algoritmos
y por tltimo la complejidad de los problemas. Asi, comenzamos nuestro
estudio de la complejidad formalizando el concepto intuitivo de la compleji-
dad de un solo célculo.

Medicién de la complejidad

Consideremos primero el concepto de complejidad. Aunque es posible que
contemos con una idea intuitiva de lo que ésta es, necesitamos una defini-
cion precisa para llevar a cabo una investigacion cientifica. De manera
intuitiva, un calculo es complejo si es dificil de realizar. Sinembargo, ;cOmo
medimos la dificultad? Un enfoque comdn, el cual seguiremos, es medir
indirectamente la dificultad de un célculo, midiendo los recursos necesa-
rios para ejecutarlo; esto se basa en que un célculo dificil requerird mas
recursos que uno de menor dificultad. Por lo tanto, definimos que la
complejidad de un célculoes la cantidad de recursos necesarios para efectuarlo.

El tiempo es uno de los recursos que con frecuencia se emplea en este
contexto. Consideramos que un cdlculo es més complejo que otro si la
ejecucion del primero requiere mds tiempo, y llamamos complejidad
temporal a la cantidad de tiempo necesaria para efectuar el cilculo. La
busqueda de la reduccién de la complejidad temporal es lo que nos lleva
a aplicar una estrategia de bisqueda binaria para una lista de gran
tamafio, en vez de emplear una busqueda secuencial. Durante la bisque-
da secuencial de una lista de 1000 elementos, se evaluard un promedio de
500 elementos; una biisqueda binaria requiere 10, cuando mucho. Por
esto, la complejidad temporal estimada de una bisqueda binaria es
menor que la del enfoque en secuencia.

Otro recurso que se emplea con frecuencia para medir la complejidad de un
célculo es la cantidad de espacio de almacenamiento requerido. Esto se basa en
el supuesto de que, conforme aumenta la complejidad de un calculo, mas
espacio de almacenamiento se necesita para su ejecucion. La cantidad de espacio
de almacenamiento que requiere un célculo se conoce como complejidad espa-
cial. La figura 5.1, donde los cuadros representan los espacios de almacenamiento
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Figura 5.1 Requisitos de espacio para calculos de multiplicaciones tipicas

para digitos, compara graficamente la complejidad espacial de los célculos
obtenidos al aplicar el algoritmo de multiplicacién tradicional a enteros de
uno, dos y tres digitos.

Es facil ver que la complejidad espacial o temporal de un calculo puede
variar dependiendo del sistema donde se ejecute el célculo. El tiempo que se
requiere para efectuar un calculo en un computador moderno es mucho menor
que el requerido para realizar el mismo calculo con las maquinas de la década
de los cincuenta. Ademds, la cantidad de espacio necesario para el almacena-
miento de datos depende del sistema de codificacion que se emplee. Cualquier
valor entero mayor. que 2 necesita mas espacio cuando se escribe en notacién
binaria que cuando se emplea la notacion decimal.

Para eliminar estas variaciones del analisis, es comun estudiar la comple-
jidad en el contexto de un sistema computacional fijo. Para nuestros fines, nos
centraremos en la complejidad de los calculos de las maquinas de Turing. Estono
s6lo nos proporciona un ambiente bien definido donde trabajar, sino que ademas
nos lleva a conclusiones que son féciles de transferir a otros sistemas
computacionales, ya que las maquinas de Turing tienen muchas caracteristicas
semejantes a las de los computadores digitales modernos.

Complejidad de los célculos de maquinas de Turing

Consideremos la ejecucion de una transicién en una maquina de Turing como
un paso en los calculos de lamaquina y definamos la complejidad temporal de
una maquina de Turing como el niimero de pasos que se ejecutan durante los
calculos. Por ejemplo, la complejidad temporal de los clculos efectuados por
la maquina de Turing dela figura 5.2, al iniciar con la configuracion dela cinta
AxxxAAA--+, seria 9 (se requieren cuatro pasos para mover la cabeza al
primer espacio en blanco después de las x, un paso para escribir una x en este
lugar y cuatro pasos mas para colocar la cabeza en su posicion original). O, si
la configuracion original de la cinta fuera AAA A, los calculos efectuados
tendrian una complejidad temporal 3.

La complejidad temporal en el contexto de las mdquinas de Turing sera
uno de los principales ejemplos en este capitulo, aunque debemos recono-
cer la importancia de otras mediciones de la complejidad. Por ejemplo, la
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complejidad espacial de los célculos de las méquinas de Turing representa un Ejercicios
aspecto importante en las investigaciones actuales.

La complejidad espacial de un calculo de una maquina de Turing se define
como el nimero de celdas de la cinta que dicho célculo requiere. Asi, si la
complejidad espacial de una maquina de Turing fuera 9, la maquina utilizaria
las primeras nueve celdas de la cinta durante sus calculos perono requeri-
ria que estuviera presente el resto de la cinta. La complejidad espacial del
célculo que realiza la maquina de la figura 5.2, al iniciar con una configu-
racién de cinta AxxxAAA-++, es 5 (la cabeza se movera hasta la quinta celda
de la cinta antes de regresar a la primera y detenerse). De modo similar al iniciar
con la configuracién de cinta AAAA--+, la mdquina ejecutard un célculo con
complejidad espacial 2 ya que slo se utilizarén dos celdas de la cinta.

Observe que las complejidades espacial y temporal son diferentes y, por
lo tanto, es posible que difieran para el mismo célculo. Por ejemplo, una
méquina que nunca mueve la cabeza de la cinta pero escribe 100 veces un
espacio en blanco en la celda actual antes de detenerse, ejecutaria un célculo
con complejidad temporal 100 pero complejidad espacial 1. De hecho, es facil
ver c6mo puede extenderse este ejemplo para producir calculos en las cuales
las complejidades espacial y temporal difieren en cualquier cantidad deseada.

Por otra parte, las complejidades espacial y temporal no son totalmente
independientes: en n pasos, una maquina de Turing tiene acceso a un
maximo den + 1 celdas de la cinta. Por consiguiente, si la complejidad temporal _
de una mdquina de Turing es n, entonces la complejidad espacial del cilculo no serd
mayor que n + 1.

Concluimos con la observacién de una consecuencia algo peculiar
de nuestras definiciones. Una mdquina de Turing puede aceptar una
cadena a través de un cilculo con complejidad espacial menor que la
requerida para contener la cadena. Esto se debe a que laméquina deTuringno
tiene que leer una cadena en orden para poder aceptarla. Por ejemplo, la
maquina que simplemente escribe un espacio en blanco en la celda actual y
pasa al estado de parada aceptard cualquier cadena con un célculo que s6lo
tiene acceso a una celda y que, por lo tanto, tiene una complejidad espacial de
1. Sin embargo, si requerimos que ademés acepte cadenas deteniéndose con la
cintaconfiguradacomo AYAAA -, entonces laméaquina debera borrar lacadena
de entrada antes de detenerse. En estos casos el cilculo de aceptacion tendra una
complejidad espacial por lo menos equivalente a la longitud de su entrada.

x/L
x/R
AIR
— O’N AlA @
Alx

Figura 5.2 Maquina de Turing sencilla

1% Mugstre que una maquina de Turing que acepta cadenas deteniéndose con
su cinta configurada como AYAAA:--- debe ejecutar un célculo con com-

plejidades temporal y espacial de por 1o menos 3n y n + 1 respectivamente
al aceptar una cadena de longitud . :

2. Disefie una maquina de Turing que acepte cualquier cadena cuyo

comienzo sea x mediante un cédlculo con complejidades espacial
temporal de 2. i o o

3. Determine las complejidades espacial y temporal del clculo realizado por
la maquina de Turing

PR ET ¥

—- R — R
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al procesar la cadena xyx. ;Qué pasa con la cadena xyxx?

4. Determine las complejidades espacial y temporal del célculo realizado por

la maquina de Turing
Yy
l X A

S IRE=——. A

A

al ponerse en marcha con la configuracioén de cinta Axxyyx AAA -+, (Qué
pasa con la configuracion inicial Ayyx AxxyA Ayyxx AN N2

5.2 COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS

Ep general, distintas aplicaciones del mismo algoritmo producen célculos
d.lferentes. Por ejemplo, el cilculo que efectiie el algoritmo de busqueda
b!naria dependerd del contenido de la lista y del valor que se busca 0, como ya
vimos, el algoritmo de multiplicacion tradicional produciré clculos diferen-
tes con distintos valores de entrada. Intuitivamente, para considerar si un
algontr.no es complejo hay que basarse en la cuestion de si los calculos son
complejos ono. Empero, ;qué sucedesi algunas aplicaciones del algoritmonos
llevan a cdlculos sencillos mientras que otras generan célculos complejos?

R
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;Debemos considerar que el algoritmo es sencillo o complejo? La presente
secci6n trata estas preguntas en el contexto de la complejidad temporal.

Complejidad temporal de las méquinas de Turing

Comenzamos nuestro estudio de la complejidad de algoritmos conside-
rando los algoritmos en el contexto de las méquinas de Turing. Cada
maquina de Turing no es mds que la implantacién de un algoritmo,
representado en la forma del diagrama de transiciones de la mdquina.
Consideremos una maquina de Turing para comparar dos cadenas de
igual longitud en {x, y, z}*. Suponemos que estas cadenas estan escritas en la
cinta de la méquina, una tras la otra y separadas por un asterisco (para
comparar las cadenas yxxz y yxzx, iniciariamos la maquina con la configura-
cién de cinta AyxxziyxzxAAA-+.) La tarea de la méquina es decidir si la

cadena anterior al asterisco es idéntica a la que viene después del asterisco. -

La maquina deberé detenerse con la configuracion decinta AYAAA:- silas
cadenas son iguales, y con ANAAA-- si son diferentes.

La técnica que utiliza nuestra maquina de Turing es comparar repetidamen-
te los elementos correspondientes de las cadenas hasta haber considerado
todos los pares o detectar una discrepancia. Esto se hace leyendo el pri-
mer simbolo de la primera cadena y luego moviendo la cabeza hasta el primer
simbolo de la segunda, para confirmar si son iguales. Si lo son, la maquina
regresa a la primera cadena para observar el segundo simbolo antes de pasar
a la segunda cadena y verificar que su segundo elemento sea igual. Asi, el
proceso de comparacion da como resultado que la cabeza de la cinta alterne
entre las dos cadenas conforme se comparan sus elementos.

En la figura 5.3 se muestra un diagrama compuesto para la méquina. Al
parecer el tiempo requerido para que esta maquina complete su tareadepende

delas cadenas de entrada. Especificamente, tomard mas tiempo reconocer que
dos cadenas largas son idénticas que llegar alamisma conclusién con dos mas
cortas. De hecho, se trata de una caracteristica comun de los algoritmos: el
tiempo requerido para ejecutar un algoritmo tiende a ser una funcién de la
longitud de la entrada. En nuestro caso, la siguiente formula indica el tiempo

necesario (medido en pasos ejecutados) para confirmar que dos cadenas de

longitud n son idénticas:
2n*+10n +9

Esto incluye 212 + 5n + 1 pasos para completar el proceso de comparacion,
5n + 4 pasos para mover la cabeza hacia el extremo derecho dela entrada 'y
borrar la cinta de derecha a izquierda, tres pasos para escribir el simbolo Y en
la cinta y, por tltimo, un paso para trasladarse al estado de parada (este Gltimo
paso se debe a la forma en que construimos las maquinas compuestas en el
capitulo 3). Entonces, para confirmar que dos cadenas de longitud cuatro son
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Figura 5.3 Maquina de Turing para comparar cadenas

idénticas, la complejidad temporal seria 81 (se requieren 81 pasos), mientras
que el proceso de comparacion de dos cadenas idénticas delongitud 10 tendria
una complejidad temporal de 309.

Sin embargo, aunque las cadenas que se comparan tengan longitud n, esto
no quiere decir que los cdlculos realizados por la mdquina tendrdn una
complejidad temporal de exactamente 2n* + 101 + 9. Si las cadenas no son
iguales, la mdquina dejard de comparar elementos tan pronto como detecte
una discrepancia. Para ser mas precisos, si s6lo los primeros r elementos son
idénticos, donde r <n,la maquina llevara a cabo un célculo que consiste en
s6lo r(2n + 4) + 6n + 10 pasos. Por lo tanto, al comparar cadenas de longitud
cuatro,dondelos primeros dos elementos son iguales perolos terceros difieren,
la maquina sélo ejecutara 2(8 + 4) + 24 + 10 = 58 pasos, en vez de 81. Ademds,
si las cadenas difieren en la primera posicion, solo se ejecutaran 34 pasos.

{\l evaluarlacomplejidad de unalgoritmo, generalmente se manejan estas
v.arlaciones en el rendimiento de un algoritmo identificando las situa-
ciones de mejor caso y peor caso. Asi, se garantiza que cualquier aplicacién
del algoritmo caiga en este intervalo. En nuestro ejemplo es facil ver que,
al comparar cadenas de longitud n, el cidlculo més largo ocurrird cuando
las cadenas sean idénticas, mientras que el mds breve se presentara
cuando las cadenas difieran en la primera posicion. Concluimos que la
complejidad temporal de cualquier calculo se hallaré en el intervalo de 6n
+ 10 (mejor caso) a 2n> + 10n + 9 (peor caso). (En realidad, la maquina
ejecutard cdlculos mas breves en ciertos casos de entradas invélidas,
como una cinta completamente en blanco, pero s6lo nos interesa el
desempefio de la maquina con entradas validas.)
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Vemos entonces que la identificacion de la complejidad de un algoritmoes |
una tarea bastante nebulosa. Existen varias posibilidades que hay que consi-
derar, las cuales van del rendimiento en el mejor caso al del peor caso. Sin
embargo, lo que se acostumbra hacer para unadefinicion formal esadoptar un
punto de vista pesimista y definir la complejidad temporal de un algoritmo
como su rendimiento en el peor caso. De esta forma, aunque nuestro algo-
ritmo de comparacién de cadenas pueda desempefarse mejor en algunos
casos, definimos que su complejidad temporal es 2n* + 101 + 9. ‘

Rendimiento medio

Si planeamos utilizar repetidamente un algoritmo durante un largo perio-
do de tiempo, es probable que nos interese més su rendimiento medio que
sucomportamiento en el mejor o el peor caso. Ademas, noes necesario que este
rendimiento medio se encuentre precisamente en el punto central entre los
extremos. Por ejemplo, si las situaciones que producen el mejor funciona-
miento de un algoritmo son muy raras, entonces su rendimiento real durante
un periodo puede tender hacia el peor caso, y viceversa. Evaluemos entonces
la complejidad temporal media (o estimada) de nuestra méquina de Turing
para comparar cadenas, suponiendo que cada disposicién de simbolos de
longitud n tiene la misma probabilidad de ocurrencia que las demas.

Estos valores estimados se calculan multiplicando primero la complejidad’
de cada célculo posible por la probabilidad de que ocurra dicho calculo, y
luego sumando estos productos. Si la aplicacion de un algoritmo puede
producir iy célculos distintos con complejidadesc,, ¢,, ", ¢, y probabilidades
de ocurrencia p ,,p ,, ", P,» entonces la complejidad estimada (la complejida
media después de varias aplicaciones del algoritmo) seria

m

En nuestro ejemplo de comparacién de cadenas, cualquier aplicacién d
algoritmo con cadenas de longitud n nos dara como resultadounadelasn +1
posibilidades siguientes: no encontrar discrepancias entre las cadenas, enco
trar una discrepancia entre los primeros elementos, encontrar una discrepan-
cia entre los segundos elementos, -, 0 encontrar una discrepancia entre 1
tltimos elementos. Ya evaluamos la complejidad de cada uno de estos casos
encontramos que cuando no hay discrepancias se requieren

2n2+10n +9

pasos, a la vez que se ejecutaran
r(n +4)+6n+10

pasos si la primera discrepancia se presenta en la posicion r + 1.
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Para encontrar la probabilidad de ocurrencia de cada caso, nuestro
razonamiento es como sigue. Puesto que existen tres simbolos en el alfabeto
la probabilidad de que los simbolos concuerden en una posicién determina:
da' de las dos cadenas es de s6lo 1/3, mientras que la probabilidad de que
exista una discrepancia es de 2/3. Por lo tanto, al comparar dos cadenas de
longitud n, la probabilidad de que sean idénticas es de (1/3) ", mientras que
la probabilidad de que la primera discrepancia ocurra en la posicion r +1 es
de(1/3)" (2/3)(laprobabilidad de que concuerden las primeras r posiciones
multiplicada por la probabilidad de que exista una discrepancia entre los
simbolos de la posicion r + 1).

Conbase en estas conclusiones, podemos expresar la complejidad estima-
da de nuestro algoritmo de comparacion de cadenas de la forma

1 n \ n —"1 r
(5) (2n* + 10n + 9) + r; (%) <§)[r(2n + 4) + 6n + 10]

Asi, para las cadenas de longitud cuatro, podemos esperar que los célculos
producidos por elalgoritmo contengan un promedio de 39”*/s: pasos (véase
Fig. 5.4), comparado con los 34 pasos del mejor caso y los 81 del peor.
Entonces, en este ejemplo, el rendimiento estimado se aproxima al funcio-
namiento del algoritmo en el mejor caso, una situacion que debe ser del
agrado del usuario potencial del algoritmo.

Analisis informal de algoritmos

Ahora nos dirigimos a los problemas de la evaluacion de la compleji-
dad temporal de los algoritmos en aquellos ambientes que son mucho
menos precisos que los de una maquina de Turing. En estos ambientes,

Posicién en la cual Longitud de Producto de
. se fietecta la célculo Probabilidad la complejidad
primera discrepancia en ese caso de ocurrencia y la probabilidad
1 34 2, 22 7,
2 46 Y, 10 %,
3 58 %, 8
4 70 ¥ (e
no hay discrepancias 81 L/ 1
Complejidad estimada = 39 74/,
Figura 5.4 Célculo del rendimiento promedio del proceso

de comparacion de cadenas
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‘determinar la complejidad temporal no es tan sencillo como calcular el
niimero de pasos que se ejecutaran. De hecho, la capacidad para predecir la
complejidad temporal con este método se basa en la suposicion, conocida
como suposicién de costo uniforme, de que cada uno de los pasos requerird
la misma cantidad de tiempo. Esta es una suposicion razonable en el caso de
una maquina de Turing tedrica, pero es posible que la suposicion de costo
uniforme no sea vélida al tratar con otros sistemas. Por ejemplo, en un
computador moderno generalmente se requiere mas tiempo para multiplicar
dos valores que para sumarlos, y una operacién de entraday salida consume
mucho més tiempo que una operacion efectuada en la unidad central de
procesamiento.

Por fortuna, en estas situaciones lo tinico que se requiere es una estimacion
de la complejidad temporal del algoritmo que sea lo suficientemente precisa
para comparar las opciones disponibles. Por ejemplo, al elegir entre dos
técnicas de busqueda en una lista, no es necesario conocer con exactitud las
complejidades temporales que implican, sino basta contar con informacién
suficiente para evaluar las ventajas relativas de las técnicas propuestas. En
estos casos normalmente se identifican los pasos dominantes de cada técnic
se estima el nimero de veces que se ejecutardn estos pasos y se basa la
comparacion en estas estimaciones. Esto fue lo que hicimos hace poco, cuando
comparamos la técnica secuencial de biisqueda en una lista con el métod
binario. Especificamente, estimamos el nimero deentradas delalistaqueca
estrategia evaluaria y basamos nuestra comparaci6n en estos valores.

Suponga entonces que queremos evaluar la complejidad temporal del
algoritmo de clasificacion por insercion expresado por el segmento de progra
ma tipo ALGOL/Pascal/Ada de la figura 5.5. Recuerde que un algoritmo d
clasificacién por insercion ordena una lista designando elementos sucesiv
como el elemento pivote (véase el ciclo repeat de la figura 5.5) y, conforme
designa cada pivote, se coloca en el lugar correcto entre sus predecesores
(véase el ciclo while de la figura 5.5). Entonces, la ejecuci6n de la rutina de I3
figura 5.5 estaria dominada por el proceso de comparaciony movimiento d
los elementos de la lista, siguiendo las indicaciones del ciclo while. Asi mism
debemos esperar que el tiempo requerido para ejecutar el algoritmo
aproximadamente equivalente al niimero de veces que se ejecuta este ciclo.

Determinemos cuantas veces se ejecutara el cuerpo de este ciclo en el peo
caso. No es dificil ver que este caso se presentara si la lista se halla en ord
inverso, ya que el ciclo while se ejecutara para cada predecesor de cada uno
los elementos pivote. Asi, cuando el segundo elemento es el pivote, el cuerp
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program ClasificaciénPorinsercion (inout: Lista;in: LongitudLista)

var
PosiciénPivote, I: integer;
Pivote: TipoElementoLista;

begin
if (LongitudLista > 2) then
begin
PosicionPivote : = 2;
repeat

Pivote : = Lista[PosiciénPivote];
| : = PosiciénPivote;
while (I > 1 and Lista[l — 1] > Pivote) do
begin
Lista[l] = Lista[l - 1];
l:=1-1
end;
Lista[l] : = Pivote;
PosiciénPivote : = PosiciénPivote + 1
until (PosiciénPivote > LongitudLista)
end.

"Clasificacién por insercién

veces. Por lo tanto, estimamos que el funcionamiento del algoritmo en el
peor caso tendrd una complejidad temporal proporcional a n*~ n, donden
es la longitud de Ja lista de entrada.
Porsupuesto, se trata de una aproximacion y s6lo la debemos emplear para
co.nocer.los aspectos generales de la eficiencia del algoritmo, no para presentar
afnrmacnones precisas acerca de los requisitos temporales del mismo. Por
ejemplo, no podemos afirmar que el tiempo exacto requerido por el algoritmo
para clasificar listas de n elementos siempre estara limitado por una constante
esp.ecifica multiplo de n* - n, pero si podemos afirmar que si el algoritmo se
aplica a listas cada vez més largas, entonces su rendimiento en el peor caso
tendera a aumentar en proporcion a una expresion cuadratica en la longitud
de la lista. Es decir, si duplicamos la longitud de la lista, debemos esperar que

los requisitos temporales del algoritmo aumenten en un factor de aproxima-
damente cuatro.

Estas aproximaciones son de gran utilidad cuando hay que elegir entre
varias estrategias para resolver un problema en ciertos ambientes. Si
se encuentra que una solucién tiene una complejidad temporal propor-
cional a n* mientras que otra tiene una complejidad proporcional a n?,
Iem.:leriamos a elegir la primera puesto que, potencialmente, la segunda
Opcion requerird mucho més tiempo con entradas de gran magnitud.

Sin embargo, hay que advertir al lector que no debe tomar estas decisiones
con demasiada rapidez, La aplicacion especifica puede ser el mejor caso para

del ciclo se ejecutara una vez; si el pivotees el tercer elemento, se ejecutara do
veces; y, en términos generales, cuando el pivote sea el elemento m, el cue
del ciclo se ejecutara m — 1 veces. En resumen, si la lista contuviera
elementos, el cuerpo del ciclo while se ejecutaria un total de

n(n-1) 1
2 Lig

1+2++n-1= (n*—n)
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el algoritmo 1 pero estar cerca del peor caso para el algoritmo n*. Considere
ademas un algoritmo que resuelve un problema en 2" pasos, comparado con
otro que requiere n* pasos para resolver el mismo problema. Con entradas
grandes, la segunda opcion sera mucho més eficiente que la primera, pero ésta
se desempenaréa mejor si las entradas se encuentran en elintervalo de dos a diez.

Asi, llegamos a la conclusion de que las consideraciones necesarias para
juzgar el rendimiento estimado de un algoritmo varian de acuerdo
con la situacion. En un ambiente de aplicacién, muchas veces no bastan las
evaluaciones del peor caso, del mejor caso e incluso del caso promedio; en
cambio, hay que considerar el ambiente donde se aplicara el algoritmo.

Por tiltimo, el lector debe tener presente que hemos hablado de la compleji-
dad temporal de los algoritmos sin contar con un conocimiento preciso del
mecanismo empleado para su ejecucion. Por esto, nuestras afirmaciones son
vélidas sin importar si usamos las lentas maquinas de la década de 1950, las
veloces maquinas actuales o las supermédquinas del mafana. Este hecho tendra:
importancia cuando consideremos algoritmos con complejidades temporales
tan grandes que su ejecucion no es practica, pues veremos que esta
impracticabilidad se debe al algoritmo y no a la tecnologia: ejecutar el algo-
ritmo con mayor velocidad tendra un efecto minimo sobre su practicabilidad.

Ejercicios
1. Modifique el diagrama de la figura 5.3 para que responda N ante cualquier
entrada invalida.

2. Evaliielacomplejidad temporal delas méquinas de desplazamiento S,y
definidas en la seccion 3.2. .

3. ;Cuéleslacomplejidad temporaldelcaso promediodelaméquinadeT

. { X
—- R—/Y
]y
al recibir cadenas de entrada de {x, y}*?

4. Lleve a cabo un anélisis de caso promedio del tiempo que requiere |
clasificacion por insercion de la figura 5.5.

5.3 COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS

Veamosahora la tareade medirlacomplejidad de un problema. Intuitivamen
esta medicion debe relacionarse con la complejidad de las soluciones
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Rroblema: un problema es dificil porque no es facil resolverlo. Sin embargo, no
siempre hay que declarar que un problema es complejo simplemente or’ ue
es dificil llegar a su solucion; casi siempre existe una forma dificil de rgsolc‘lrer
un problema. Un problema debe declararse como complejo tinicamente cuan-
dono tenga una solucion sencilla. Para ser ms precisos, nos gustaria decir que
la complejldfld de un problema es la complejidad de su solucién maés sencilla
Por desgrac.la, veremos que la abundancia de soluciones para un roblema.
hace muy dificil la identificacién de una solucién més sencilla. De helc)ho seha
mostrado que varios problemas no tienen una solucién més sencilla. ¢

El problema de comparacién de cadenas

Uno de los principales obstéculos al tratar de establecer la ji
problema por medio delabiisqueda de una solucién 6pﬁm;(;rsncfllzjlglada‘:eec::
se plfede mejorar cualquier solucion que encontremos. Por cor’lsigpuiente’
la busqge@a de una solucién 6ptima se convierte en una tarea sin fin dé
descubnmlel}to de mejores soluciones. Investiguemos este fenémeno con
mayor detenimiento regresando al ambiente de las maquinas de Turing y al
problema de comparar dos cadenas de la misma longitud en {x y, z}* i
En la figura 5.3 se present6 una soluci6n para este problema. All’i, l'a es;rategia
fue comparar cada uno de los simbolos de la primera cadena con el simbolo
correspondiente de la segunda hasta encontrar una discrepancia o el fin de las
Fsgceir(\)as. Rgcordaré el lector que la complejidad temporal de este algoritmo (su
e enar;ag:gmng); g:.el peor caso) era 2n * + 10n + 9, donde 1 es la longitud de las
Sin embargo, la anterior no es una solucién 6ptima
Podemos producir una més répida si diseamos uns méqu?r;a;ad:lTl:l;(i)rl:lenz
compare dos simbolos a la vez, una estrategia representada por el diag%a(ina

co;npuesto de_la figura 5.6. La miquina basada en este diagrama comparari las
cgbeenas examinando dos elementos de la primera cadena antes de mover la
cabezadelacintaalaotracadena para investigar sus posiciones correspondientes.

X, ¥,z w XY,z

#R —
* b |‘("J

a

} * #R*R'w—>#ﬂ—o> #L,L, J
w A0
e

|

RYL RNL

Figura 5.6

Otra maquina de Turing para comparar cadenas de igual longitud
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Si lo comparamos con nuestra solucién original, este enfoque alternativo
reduce aproximadamente a la mitad el niimero de veces que hay que mover Iz
cabeza de una cadena a la otra, por lo que esperariamos encontrar
reduccion correspondiente en el tiempo requerido para el calculo. Esta sospes
chaserefuerza al observar que el peor caso de nuestra solucién alternativa sélo
requiere

n*+7n+8

pasos para confirmar que dos cadenas de longitud n son idénticas, en compa=
racion con los

2n2 +10n + 9

pasos necesarios en nuestra solucién original. La figura 5.7 presenta
resumen de estas expresiones para diversos valores de 1.

Al reconocer que podemos mejorar nuestra solucion para el problema de
comparaci6n de cadenas, comparando dos simbolos a la vez, se abre la puerta
para una plétora de posibles mejoras. Si comparamos k simbolos a la vez,
donde k es cualquier entero mayor que 1, podriamos esperar una solucion
aproximadamente 1/k veces mejor que nuestra soluci6n original.

Ademas, se trata s6lo de una técnica, entre un gran niimero de métodos
posibles para reducir la complejidad temporal. Una técnica mds general es
extender el alfabeto que se usa, para que cada patrén de k simbolos del
alfabeto original se pueda representar con un solo simbolo del sistema
extendido. Asi, producimos un nuevo algoritmo para resolver el proble-
ma original, que primero recodifica la entrada a este alfabeto extendido
y luego simula el viejo algoritmo con esta forma recodificada. Observe
que una sola operacion de este sistema recodificado puede simular varios
pasos del algoritmo original. Una sola operacion de escritura puede simu=
lar los 2k — 1 pasos (k pasos de escritura y k — 1 pasos de movimiento)
requeridos por el algoritmo original para escribir simbolos en k celdas
consecutivas dela cinta. Por supuesto, el beneficio real de esta técnica varia’
de acuerdo con la situacién, pero como regla general podemos espe-
rar una reduccién de la complejidad temporal en un factor de aproximada-
mente 1/k para aquellos casos donde el tiempo requerido por la
recodificacion sea insignificante en comparacioén con los demas célculos.

Llegamos entonces a la conclusién de que la biisqueda de la mejor solucié
(en términos de la complejidad temporal) para el problema de la comparacion
de cadenas nos lleva a una cadena sin fin de soluciones, cada una mas eficiente
que laanterior. Se trata de un fenémeno comuin; dehecho, el teorema conocido
como teorema de aceleraciéon de Blum, el cual analizaremos mas adelante,
establece que algunos problemas no tienen una solucién més sencilla (en
realidad, el teorema de aceleracion de Blum establece que existen problemas
para los cuales es posible mejorar considerablemente cualquier solucion).

Por lo anterior, es muy dificil clasificar los problemas de acuerdo con su
complejidad; de hecho, se trata de una tarea que muchas veces no llegamos
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Figura 5.7 Comparacion de nuestras soluciones original y alternativa

para el problema de comparacion de cadenas

a concluir. En algunas situaciones basta con establecer un limite superior
para la complejidad de un problema, como hemos hecho en el caso del
problema de comparacion de cadenas. Hemos encontrado una solucién cuya
complejidad temporal es 2n? + 10n + 9; asi, sabemos que la complejidad del
problemano puede ser mayor que esto. Ademads, si esta solucion es suficiente
para nuestros fines, entonces no necesitamos tratar de clasificar con mayor
precision el problema.

Sin embargo, en otros casos las soluciones conocidas para un problema
pueden ser demasiado complejas. En esta situacion, nuestra tarea es encontrar
una solucién mucho mejor o mostrar que no existe dicha solucién. En el
apéndice D demostraremos este segundo enfoque, al mostrar que cualquier
solucién para el problema de comparacion de cadenas con una maquina de
Turing (de una sola cinta) debe tener una complejidad temporal que sea por lo
menos una expresion cuadrética en la longitud de las listas que se comparan.
En otras palabras, conforme aumenta la longitud de las cadenas, el tiempo
requerido para cualquier solucién mejorada aumentara en proporcion a las
soluciones ya obtenidas. Lo anterior quiere decir que si estas soluciones
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conocidas son demasiado complejas para una aplicacion, es probable que
cualquier otra soluci6n para el problema presente el mismo panorama.

Entonces, lo que hemos hecho es clasificar la complejidad del problema de
comparaciéon de cadenas (cuando se resuelve con una méquina de Turing
de una sola cinta) en la clase de las funciones cuadraticas. Hemos encontrado
una solucién cuya complejidad se encuentra en esta clase y hemos mostrado
que cualquier solucién mejorada también debera estar en dicha clase. En la
mayoria de los casos esta clasificacion es suficiente para nuestros propositos.
Por esto, parece que una forma itil para medir lacomplejidad delos problemas
seria una escala basada en clases de funciones. Una de estas escalas se basaen
el concepto de las tasas de crecimiento, que veremos a continuacion.

Tasas de crecimiento

Sea Q el conjunto de funciones deNenN. Dada una funcién fen Q, definimos O(f)
leido “o maytiscula de f “como la coleccion de todas las funciones g en Q para las
cuales existe una constante ¢ y unentero positivo n tales que g(n)< cf(n) para tod
entero 1> 1. Es decir, O(f) es la coleccion de funciones que, con entradas de gr
magnitud, estan limitadas em superiormente por una constante multiplo de f.
Ahora, si f y g son funciones en Q, decimos que fy g son equivalentes $
O(f) = O(g). El conjunto de funciones equivalentes a fse denota con 6( f),qu
selee “theta maytsculadef ”. A cadaclase 8(f) sele llama tasa de crecimiento
Esta terminologia se obtiene de que, para cualquierg € 6(f), las graficas de 8(n)
yf(n),siseextiendenlo suficiente, debe encontrarseen el mismo corredor. Pars
ser mds precisos, existen constantes ¢, y ¢, tales que g(n) <c, f(n) yf(n)<c, 8(
para todos los enteros 7 mayores que un entero positivo fijo . Asi, paran 2n,

1
R f(n) < g(n) < cif(n)
2

Es decir, la grafica de g(n) debe yacer finalmente en el corredor entre clz j(

yc, f(n),como se muestraen lafigura 5.8. Por lo tanto, aunque la graficadeg(n
pueda oscilar en este corredor, desde una perspectiva global las funciones, f
g deben crecer con la misma tasa para grandes valores de 1 (observe que
y ¢, se pueden elegir de modo que f(1) también caiga en el corredor).
Mostramos ahora que el valor absoluto de cualquier polinomio de grado

d ;
es 8(n ). Dado el polinomio % a,;n', dondea, # 0, entonces, para cadanen

nd

Iizo ai”il

se puede reescribir como

COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS 263

Figura5.8  Dos funciones, fy g, con la misma tasa de crecimiento

il
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para grandes valores de n. Entonces,
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existe un entero positivo n, tal que
d
shingh o uths weio
2ay 2ag|

para todo n > n,. La desigualdad del lado izquierdo implica que

d
|,20aini| < 2n%ayl

mientras que la del lado derecho indica
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3 d
d i
(O an
2|f1ar||i2‘0 !
d
Por consiguiente, O( >, an’) = O(n’) como se requeria.
i=0

Ahora ya conocemos la razon para considerar las tasas de crecimiento.
Aunque no podemos identificar una funcién especifica como la complejidad
temporal de nuestro problema de comparaci6n de cadenas, podemos decir
que es posible resolver el problema con un algoritmo cuya complejidad se
encuentra en la clase 6(n?) y que cualquier mejor solucién debe también
tener una complejidad en 8(n?). De hecho, demostramos una solucion cuya
complejidad es una funcion cuadrética y mostramos (véase Ap. D) que
cualquier solucién debe tener una complejidad temporal que sea por lo
menos cuadratica.

De esta manera, parece que las tasas de crecimiento pueden proporcionar
un esquema de clasificacion con la generalidad suficiente para omitir las
imprecisiones que surgen al tratar de determinar la complejidad de un
problema. A partir de esto, definamos la complejidad temporal de un proble-
ma como la clase 6(f) si el problema se puede resolver mediante un algoritmo
con complejidad temporal f y donde cualquier mejor solucién también tenga
una complejidad temporal en 6(f). Entonces, establecemos un orden entre 1as
tasas, definiendo 6(f) < 8(g) para decir O(f )< Og). Asi mismo, escribimos 6(f)
< 6(g) para representar 8(f) < 8(g) y 6(f) # 6(3). Por ejemplo, 6(n?) < 6(n’); se
considerard mas complejo un problema con complejidad 6(r*)que uno con
complejidad 6(n?).

Limitaciones de la escala de tasas de crecimiento

La escala de tasas de crecimiento se ha utilizado con éxito para clasificar la
complejidad de varios problemas en distintas situaciones. Sin embargo, no
tiene la generalidad suficiente para proporcionar un sistema en el cual
puedan clasificarse todos los problemas. Una de las razones es que existen
problemas para los cuales cualquier solucién puede mejorarse indefinidas
mente, de manera que cada nueva solucion corresponda a una distinta tasa
de crecimiento. Este resultado se conoce como teorema de la aceleracion

Blum, descubierto por M. Blumen 1967. En términos generales, este teore:

establece que, en el contexto de las maquinas de Turing (y por ende e
muchos otros sistemas computacionales), para cualquier funcién p- recursi

g:N—>Nexiste un problema para el cual cualquier solucién, con complejida
temporal t(n), se puede mejorar para obtener una nueva solucién con
complejidad temporal g(t(n)) para todos excepto un nimero finito de valores
en N (a su vez, esta nueva solucién se puede mejorar para obtener una
complejidad temporal g(g(t(n))), etc.).
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{

Para resaltar la importancia de esto, escojamos | log, | como la funcién g
(la notacién Llogzx J denota el mayor entero en N que sea menor o igual que
log,x si existe dicho entero; de lo contrario, | log, x ] es cero). El teorema de la
ace}eracién de Blum establece que existe un problema para el cual se puede
mejorar cualquier solucién con complejidad temporal t(n) para obtener otra
solucuf).n con complejidad temporal tlogz(t(n)) J. Para ser mas precisos
cualquier solucién con complejidad temporal 2" se podria mejorar para'
formar otra solucién con complejidad temporall. log(2") ] = n, lo que repre-
senta una notable mejora. Esta nueva solucién también podria mejorarse
para obtener otra, con complejidad temporal | log,n 1,10 cual constituye una
mejora de la misma magnitud que la anterior.

.I-’Iasta ahora no han surgido problemas con caracteristicas de acele-
racién como las descritas en el teorema de Blum fuera del ambito de las
ciencias t.eéricas de la computacion, por lo que tienen poca importancia
ensituaciones practicas. La principal desventaja de clasificar los proble-
mas de acuerdo con sus tasas de crecimiento es que estas clasificaciones
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Figura 5.9 Méquina de Turing de dos cintas para resolver el problema

de comparacién de cadenas
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se ven alteradas por los cambios en el sistema computacional subyacen-

te: si cambiamos de un sistema computacional a otro, es probable que la :

complejidad temporal de un problema corresponda a otra tasa de crecimien-
to. Por esto, la complejidad de un problema, medida como una tasa de
crecimiento, no constituye una propiedad exclusiva del problema, sino ade-
mas del sistema computacional subyacente.

Este fenémeno se hace evidente en el caso de nuestro problema de

comparacion de cadenas, el cual, como hemos visto, tiene una complejidad
temporal 8 (n2) en el contexto de las méquinas de Turing de una sola cinta. No
obstante, podemos encontrar una mejor solucion si cambiamos a una maqui-
na con dos cintas, como la maquina de Turing representada en la figura 5.9.
Esta méquina rastrea su cinta de entrada de izquierda a derecha hasta
encontrar el asterisco que separa las dos cadenas de entrada. Después copia
la segunda cadena a la segunda cinta, a la vez que la borra de la primera. A
continuacion, la miquina rastrea de izquierda a derecha las cadenas de
ambas cintas, comparando los elementos en posiciones correspondientes y
borrandolas de la cinta 1 conforme las compara. Si detecta entradas desigua-
les, la méquina borra el resto de la cinta 1y responde N antes de detenerse;
de lo contrario, la méquina responde Y y se detiene.

En el peor caso, en el que las dos cadenas de entrada, con longitud r, son
idénticas el niimero de pasos que ejecutara la maquina sera

9n + 11
Concluimos que la complejidad temporal del problema de comparacion de
cadenasnoes mayor que 8(11)en el &mbito delas maquinas de Turing dedos cintas,
lo que significa una considerable mejora con respecto al caso de una sola cinta.

Ejercicios
1. Se denomina relacion de equivalencia a una relacién en el conjunto X si
las siguientes condiciones son verdaderas para cualesquierax, y y zen X:
a. x esta relacionado con x.
b. Si x esta relacionado con y, entonces y estd relacionado con x.
c. Six esta relacionado con y y y esta relacionado con z, entonces x esta
relacionado con z.

Muestre que la relacién de equivalencia entre las funciones de Q, segun la
definicion de esta seccion, es una relacién de equivalencia en este sentido
técnico.

Sea X un conjunto con una relacion de equivalencia y, para cada x €
X, sea E(x) el subconjunto de los elementos que estédn relacionados con x
en esta relaciéon. Muestre que la coleccion {E(x): x € X} es una coleccion
mutuamente disjunta de los subconjuntos de X.

2. Sedice que un conjunto ordenado es aquel cuyos elementos tienen cierto
orden. Asi mismo se dice que tiene orden lineal si dos elementos cuales-
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quiera estdn relacionados por el orden. Por lo tanto, el conjunto de los
enteros estd ordenado linealmente por el orden < ya que, dados dos
elementos x y y, entonces x < y o y < x. Empero, el orden “padre de” no es
un orden lineal del conjunto de las personas en el mundo, ya que existen
individuos x y y para los cuales x no es padre de y ni y es padre de x. Muestre
que el orden <en la coleccion de clases de equivalencia de la forma 8(f) no
es lineal, presentando dos funciones fy g tales que ni 6(f) <6(g) ni 8(g) < 6(f).

3. En el texto mostramos que la complejidad temporal de nuestro problema
de comparacion de cadenas, en el contexto de una maquina de Turing de
dos cintas, no era mayor que 6(n), donde 7 es la longitud de las cadenas.

Complete la clasificacion mostrando que la complejidad no es menor que
o(n).

4. Muestre que 6(log, n) < 6(n).

5.4 COMPLEJIDAD TEMPORAL DE LOS PROBLEMAS
DE RECONOCIMIENTO DE LENGUAJES

En esta seccionregresaremos al estudio de los problemas de reconocimiento de
lenguajes, centrdndonos ahora en la complejidad en vez de la calculabilidad.
Nos interesa saber si el procesamiento de un lenguaje es una tarea practica mas
que saber s6lo si es tedricamente posible. Una consecuencia de importancia de
este estudio es la presentacion de un esquema de clasificacion para medir la
complejidad de los problemas que es mucho mas general que las tasas de
crecimiento y que constituye un tema importante en las investigaciones
actuales. Comenzaremos con algunas observaciones generales acerca de los
calculos de tiempo polinoémico.

Célculos de tiempo polinémico

Suponga que una maquina de Turing M (de una o varias cintas) calcula la
funcién parcial £} — £3. Decimos que M calcula la funcién en tiempo
polinémico si existe un polinomio p(x) tal que para cada w € X} para la cual
esté definida f(w), M calcule f{w)) en no mds de p(lw ) pasos.

Una propiedad importante de las funciones que las maquinas de Turing
pueden calcular en tiempo polinémico es que la composicion de dos de estas
funciones también es calculable en tiempo polinémico. Para justificar esta
afirmacion, suponga que f, y f, son funciones parciales calculadas por las
maquinas de Turing M, y M,, respectivamente. Suponga ademds que p,(x) y
p,(x) son expresiones polinémicas tales que para cada entradavy w, M, calcula
f,(v) en no més de p,(1v1) pasos y M, calcula f,(w) en un maximo de p,(lw!)

e T T —
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pasos. Ahora considere el tiempo requerido para que la miquina compuesta
— MM, calculef, o f,. Dada la entrada v, M, pasara el control a M, después
de ejecutar no mas de p,(lv ) pasos. Entonces, la cadena producida por M;,
que se proporciona a M, como entrada, no puede tener una longitud ma-
yor que p,(lvl) + 1 (podemos suponer que lvl < p,(lvl) para todas las
entradas v def,). A suvez, M, sedetendra después de ejecutar un maximo de
p,(p,(1v1) +1) pasos. Por lo tanto, toda la operaci6n realizada por - M;M, no
requerird mas de (p,(lvl) + p,(p,(lvl) + 1) pasos, lo cual constituye una
expresién polinémica en lv|l.

También es cierto que la clase de las funciones que pueden calcularse en
tiempo polinémico con mdquinas de Turing de varias cintas es igual que la de
las maquinas tradicionales (de una sola cinta). Esto se obtiene si consideramos
nuevamente lademostraciondel teorema3.1,enla cual mostramos cO6mo una
méquina de Turing de cinta tdnica, puede simular los célculos de cual-
quier maquina de varias cintas. S6lo hay que hacer dos observaciones adicio-

nales. En primer lugar, el proceso de simulacion descrito en la demostracién |

del teorema 3.1 puede ampliarse para que la méquinade cinta unica traduzca
su cinta a un formato de una sola cinta de manera que antes de detenerse esté

configurada como la cinta 1 de una maquina de cintas maltiples. Esto quiere

decir que la maquina de cinta tnica produce la misma salida que la version
de multiples cintas. En segundo lugar, si la maquina de varias cintas realiza
su tarea en tiempo polindmico, también se efectuara en tiempo polinémico
la simulacion en una sola cinta.

Una vez establecidos estos antecedentes, pasamos al tema de esta seccion:
la complejidad de los problemas de reconocimiento de lenguajes.

La clase P

Si M es una maquina de Turing, decimos que M acepta el lenguaje L en tiempo
polinémico si L = L(M) y existe un polinomio p(n) tal que el niimero de pasos
necesarios para aceptar cualquier w € L(M) no sea mayor que p(lw!). Defini-
mos que P es la clase de los lenguajes que las maquinas de Turing pueden
aceptar en tiempo polinémico.

Nuestro interés por la clase P surge de la nocion intuitiva de que contiene
aquellos lenguajes que pueden ser aceptados en un tiempo razonable.
Considere, por ejemplo, una méquina de Turing M que acepta cualquier
cadena w € L(M) en una cantidad de tiempo proporcional al polinomio lwl?,
en comparacion con otra maquina M’ que acepta cada cadenaw € L(M") en un
tiempo proporcional a la potencia 2''. Si duplicamos la longitud de la entrada
deM, digamos de 10a 20, el tiempo requerido para los calculos correspondien=
tes aumentaria a lo sumo en un factor de cuatro, mientras que un cambio
similar en la entrada de M’ daria como resultado un aumento en un factor de
210 1024. Asi, conforme aumenta la longitud de las cadenas evaluadas,
esperamos que M consuma mucho menos tiempo que M’. De hecho, si la
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ejecucion de cada paso requiriera un microsegundo, entonces M podria

procesar una cadena de longitud 50 en menos de un segundo, mientras que M’

necesitaria més de 35 afios para procesar la misma cadena (véase Fig. 5.10).

Otra caracteristica importante de P es que permanece estable en unamplio
rango de sistemas computacionales. Si cambiamos el sistema computacional,
la clase de los lenguajes que pueden aceptarse en tiempo polinémico tiende a
permanecer sin cambios. Esto no debe causar sorpresa alguna; después de
todo, la clase P consiste en todos los lenguajes que pueden aceptarse en un
tiempo O(n?) para algin d € N*, por lo que una clasificacion basada en
complejidad temporal polinémica contra no polinomial es mas general que
una que hace distinciones entre las tasas de crecimiento.

El teorema siguiente brinda un testimonio adicional con respecto a la
solidez de P. Muestra que la clase de los lenguajes que pueden aceptarse en
tiempo polindmico no cambia si pasamos de las maquinas que indican la
aceptacion con s6lo detenerse a aquellas que la indican al detenerse con su
cinta configurada como AYAAA:--.

. TEOREMA 5.1
Si una maquina de Turing acepta el lenguaje L en tiempo polinémico,
entonces existe otra maquina de Turing que también acepta L en

tiempo polinémico pero queindica su aceptacién deteniéndose conla
configuracién de cinta AYAAA:---.

DEMOSTRACION
En la seccion 3.3 planteamos que, dada una maquina de Turing M que
acepta el lenguaje L, podiamos construir otra maquina de la forma

— RASRR*LAL#R — Mo — R.— iL—ﬁ—’
I#
ARYL

Complejidad temporal

?‘: n? 2n

£ 10 .0001 segundos .0001 segundos

g 20 | .0004 segundos 1.05 segundos

2 30 .0009 segundos 17.92 minutos

o 40 .0016 segundos 12.74 dias

=3 50 .0025 segundos 35.75 anos

5 60 .0036 segundos 36.6 siglos

|:| 70 .0049 segundos 374.8 millones de afnos
Figura5.10 Lacomplejidad temporal polinémica n? comparada con

la complejidad temporal exponencial 2"
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que también acepta L pero lo hace deteniéndose con su cinta configu-
radacomo AYAAA--. (recuerde que M, es enesencia una copia deM,
excepto por unos cuantos pasos adicionales en aquellos casos en que
el simbolo actual es # 0 *). Nuestra tarea es mostrar que si M acepta L
en tiempo polindémico, entonces esta nueva méquina también debe
hacerlo.

Suponga entonces quep es un polinomioy que paracadaw € L, M
acepta w en un tiempo p(lw!). En bastante sencillo mostrar que el
componente de nuestra miquina compuesta que precede a M, com-
pletard su tarea en un miximo de g(tw!) pasos, donde q es un
polinomio. Adems, la salida de esta etapa sera la configuracion de
cinta# AwxAAA-+-, porloqueM; simularé las acciones de M como si
M recibiera la entrada w. Lamayoria de las veces, M, ejecutard un paso
por cada paso de M que se simula, excepto en aquellos casos enque M,
encuentra el simbolo #0*, pero incluso en esta situacion M, noejecuta
maés de cuatro pasos ad icionales. Asi, si M hubiera concluido su tarea
enel tiempop(lw ), entonces M, la completaria en el tiempo 4p(lwl).

Para concluir, una vez que M, transfiere el control al componente
restante de nuestra maquina compuesta, la porcion con datos de la
cinta no serd mayor que k= lw! +3 +4p(lw!), es decir, la longitud de
la porcién con datos donde comenz6 M, més el nimero maximo de
celdas donde M, pudo haber escrito datos. Sin embargo, esto quiere
decir quela ultima etapa de nuestra méaquina compuesta no requerira
més de 3k + 4 pasos para borrar la cinta, escribir una Y y regresara la
celda del extremo izquierdo. Asi, todala méquinacompuesta aceptara
el lenguaje L en tiempo polinémico.

Lenguajes decidibles en tiempo polinémico

l?eci.mos queunlenguaje Ldel alfabeto X puede decidirseen tiempo polinémico
si existe unamaquina de Turing M que decida el lenguaje L y un polinomio p(x)
tal que para cadaw € ¥*, poniendo en marcha M con la entrada w, el resultado
sea un calculo de no mas de p(1w ) pasos. Puesto que el proceso de decisi6n
con respecto a un lenguaje de un alfabeto ¥ es calcular una funcién especifica
deX*en (Y, N}, nuestro conocimiento de los cilculos de tiempo polin6miconos
per.mite concluir que la clase de los lenguajes que pueden decidirse en tiempo
polinémico con una maquina de Turing de varias cintas es idéntica a la clase
q}xet puede ser decidida en tiempo polinémico por las midquinas de una sola
cinta.

Ahora nuestro objetivo es mostrar que esta clase de lenguajes es igual que
P. Es decir, si restringimos nuestra consideracion a los calculos en tiempo
polinémico, la capacidad de una méquina de Turing para aceptar un lenguaje
es equivalente a la capacidad de una mdquina de Turing para decidir el
lenguaje. Comenzamos nuestra demostracioén con el lema siguiente, el cual

dice esencialmente que una funcion polinémica puede calcularse en tiempo
polinémico.

LEMA

Para cualquier polinomio p(x) con coeficientes en N, existen un
polinomio g(x) y una maquina de Turing que, al ponerse en marcha
con una cadena de entrada de longitud n, se detendra después de
efectuar un maximo de (1) pasos con la cinta configurada como
AwAAA:-+, . donde w es una cadena de unos de longitud p(n).

DEMOSTRACION

Observe que es facil extender el teorema 5.1 para que incluya maquinas de
varias cintas. Si una méquina de Turing puedeaceptar un lenguaje L en tiempo
polinémico, existe una maquina de Turing de varias cintas que calcula la
funcion parcial definida por

i Ysiwe L
sy = indefinidasiw & L

en tiempo polinémico. Sin embargo, ya mostramos que debe existir
entonces una maquina de Turing de una sola cinta que calcule esta misma
funcion en tiempo polinémico. Por consiguiente, el cambio de las mdquinas
de Turing tradicionales (de una sola cinta) a mdquinas de varias cintas no
aumenta la clase de los lenguajes que pueden aceptarse en tiempo polinémico.
Este es un resultado mas que apoya la solidez de la clase P.

Aplicamos la induccién al grado de p(x). Si este grado es cero, p(x) =4,
para alguna constantea, . En este caso, la maquina de Turing s6lo tiene
que marcar su celda del extremo izquierdo con una marca especial (un
paso), borrar la cadena de entrada de izquierda a derecha (2n + 1
pasos), mover la cabeza de regreso a la marca especial (n + 1 pasos),
escribir una cadena de a, unos a la derecha de la marca especial (24

pasos), colocar de nuevo la cabeza en la marca especial (a, pasos) y0
reemplazar la marca especial con un espacio en blanco (un paso). Esto
requiere un total de 3n + (3a, + 4) pasos, un polinomio de 7, segtn lo
requerido.

Supongamos ahora que el lema es verdadero para los polinomios

r

de grado menor que r y que p(x) = Z a;x'. Reacomodando la expre-
si6n para p(x), obtenemos o

plx) = ( Ela,x' ‘)x + ag
'—



{
272 CAPITULO5 COMPLEJIDAD COMPLEJIDAD TEMPORAL DE LOS PROBLEMAS DE RECONOCIMIENTO DE LENGUAJES 273
TEOREMA 5.2
Si una mdquina de Turing puede aceptar un lenguaje L en tiempo
polindmico, entonces existe una maquina de Turing que decide L en
tiempo polinémico.

r
Sin embargo > gx'~! (que representamos con p,(x)) es un
i=1

polinomio con coeficientes enN de grado menor que r, por lo que debe
existir una méaquina de Turing M que, dada una entrada de longitud
n, produzca una salida de p,(n) unos en no mds de g(n) pasos, donde
g(x) es una expresion polinémica. Construimos la maquina de Turing
para calcular p(n) efectuando las siguientes modificaciones a M.

Primero, agregue a M una segunda y una tercera cintas luego,
altere M para que copie su entrada a la segunda cinta antes de calcular
p,(n). (Este proceso de copiado requerird 21 + 2 pasos para rastrear la
entradadela primera cinta hasta detectar un espacio enblanco y luego
devolver la cabeza a la celda del extremo izquierdo, otros 2n pasos
para mover hacia la derecha la cabeza de la segunda cinta durante la
escritura de la cadena de entrada, y otros n pasos para devolver esta
cabeza a la celda del extremo izquierdo. Asi, esta modificacion afiade
otros 5n + 2 pasos al calculo total efectuado por M.)

Segundo, modifique M para que, después de calcular p,(n), la
maquina prosiga conla copia delacadenade p, () unos desu primera
cinta a la tercera, devuelva la cabeza de la primera cinta al extremo
izquierdo borrando las celdas, produzca una cadena de np, (1) unos en
la primera cinta concatenando copias de la tercera cinta conforme se
rastrean los simbolos de la segunda, y por tltimo agregue 4, unos a la
cadena de la primera cinta antes de devolver la cabeza a la celda del
extremo izquierdodela primera cinta (véaseFig.5.11). Laejecuciénde
este proceso requerira

DEMOSTRACION
Podemos suponer que la mdquina que acepta L en tiempo polinémico
nunca sufre una terminacién anormal, ya que de ser asi podriamos

Cinta 1 [ [ [

entrada de longitud n

Cinta 2 L T

Cinta 3 I S

\ *Cinta 1 L | ~

P;(n)
Cinta 2 L l -

4np,(n) + 6p,(n) +2n +3a,+ 3

pasos.

% viad il copi
En resumen, la version modificada de M, al recibir una entrada de pia.de la entrada

longitud n, producird en su primera cinta una cadena de salida Cinta 3 [ {
de unos de longitud
( ¥ aini‘l>n+a0 V
i=1
sin necesitar mas de Cinta 1 L e
[5n + 2] + g(n) + [4np,(n) + 6p,(n) + 2n + 3a, + 3] 4
pasos. Sin embargo, como g(n) y p,(n) son polinomios de n, esta Cinta 2 L 1 w
expresion polinémica también es un polinomio de n. Por lo tanto, la copia de la entrada
maquina modificada satisface las condiciones del teorema. it 3 ] I 3
e
! p4(n) | |
N

Ahora usaremos este lema para mostrar que la capacidad de aceptar un
lenguaje en tiempo polinémico con una maquina de Turing equivale a la
capacidad para decidir el lenguaje en tiempo polinémico.

Figura 5.11 Calculo del valor de un polinomio (continda en la pagina siguiente)
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n copias de p,(n)

Za =S N
Cinta 1 Rt By | o il
T —— ————
p1(n) p1(n)
Cinta 2 (] | %
copia de la entrada
Cinta 3 Ll [ Y
e
P1(n) I |
N
np;(n)
UG
VA o
Cinta 1 (=] [7---4 1 | |'e5
e ——— ———
P4(n) p1(n) ao
Cinta 2 [ | z
copia de la entrada
Cinta 3 L] | iR
e
P1(n)

(a] l K2
entrada
U
[-]a] I =
entrada

Figura 5.11  (continuacién)

modificarla para que comenzara cualquier cdlculo desplazando su
entrada hacia la derecha (a través de S, de la Sec. 3.2), escribiendo una
marca especial en la celda del extremo izquierdo de la cinta y movien-
do su cabeza a la segunda celda de la cinta (véase Fig. 5.12). Una vez
que el extremo izquierdo de la cinta se ha marcado asi, la méquina
puede efectuar sus cilculos normales, excepto en aquellos casos en
que la méquina original hubiera tenido una terminacion anormal.
En esta situacion, la maquina modificada leera la marca especial y
entrard en un ciclo infinito. Es bastante sencillo confirmar que estos
cambios no alteran el lenguaje que acepta la maquina y que la
aceptacion todavia se lleva a cabo en tiempo polinomico.

Suponga entonces que L= L(M) parauna maquina de Turing M; que
existe un polinomio p(x) tal que para cadaw € L, M aceptaw en
no més de p(tw!) pasos; y que M nunca termina anormalmente.
Utilizando esta maquina como base, nuestra estrategia es construir
una méquina de Turing M’ de dos cintas que decida L en tiempo
polinémico. Entonces, debera existir una méquina de Turing de una
sola cinta que decida L en tiempo polindmico (si una maquina de
varias cintas puede calcular una funci6n de =* en {Y, N} en tiempo

Figura5.12 Desplazamiento de la entrada de una maquina para

evitar la terminacién anormal

polinémico, entonces la funcién puede ser calculada en tiempo po-
linémico por una maquina de una sola cinta).

Construimos nuestra maquina M’ de dos cintas como la composi-
ci6n de dos maquinas mas pequeiias, M, y M,, que realizan las
operaciones siguientes.

M, copia la cadena de entrada w a su segunda cinta y luego
reemplaza esa cadena enla cinta 2 por una cadena de unos de longitud
p(lwl) (véase Fig. 5.13). Observe que, de acuerdo con el lema anterior,
esto puede lograrse en tiempo polinémico. -

M, simula las acciones de M conla siguiente modificacién: después
de ejecutar cada uno de los pasos de M, M, hace avanzar la cabeza de
la cinta 2 una celda hacia la derecha. Si esta simulaci6n llega al estado
de parada de M, entonces M, se detiene con su primera cinta configu-
radacomo ANAAA---. Sinembargo, sillega a unespacio enblancoen
la segunda cinta, se detiene con la configuraciéon AYAAA:---. en la
primera cinta. Observe que M, puede efectuar este proceso en tiempo
polinémico, ya que al recibir la entrada w no simula mas de p(wl)
pasos de M, no borra méds de p(|w ) celdas de su primera cinta y s6lo
tiene que escribir Y o N antes de detenerse.

En resumen, M’ simula un maximo de p( fwl ) pasos de M al recibir
la entrada w. Si w € L, entonces M habria aceptado w en ese tiempo,
por lo que M’ se detendra con una respuesta afirmativa; de lo contra-
rio, M’ se detendra con una respuesta negativa.
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Cimta1 LI w I g

entrada
Cinta 2 I Z
U
cinta1 || w | T ;
? entrada
e TP T w | ‘ %

1 copia de la entrada

il

Cinta 1 ] w [ I
1 entrada
Cinta2r bl Aty e el W Zs,
e T y
p(lwl)

Figura5.13  Calculos realizados por M,

Una consecuencia inmediata del teorema 5.2 es que el lenguaje L, de la
seccion 3.5 no se halla en P. Recuerde que se mostr6 que este lenguaje era
aceptado por mdquinas de Turing, pero no decidible por maquinas de Turing.

Por esto, el teorema 5.2 dice que una maquina de Turing no puede aceptar L
en tiempo polinémico. )

Problemas de decisién

Otra consecuencia del teorema 5.2 es que nos permite ampliar nuestro

concepto de la clase P. Segiin la definicion, P es una coleccion de lenguajes
pero, por el teorema 5.2, se le considera como una clase de problemas de

decision. Expliquemos esto.
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Un problema de decision es aquel problema que puede expresarse en forma
de una pregunta ¢ puesta es si 0 no. El problema de comparacion de cade-
nas de la seccién 5.2 es un ejemplo, ya que la pregunta es si las cadenas son
idénticas. Al codificarse como la entrada de una méquina de Turing, cada casode
este tipo de problemas se representa como una coleccién de cadenas de simbolos.
Asi mismo, aceptando una regla convencional segtin la cual las cadenas puedan
concatenarse para formar una de gran tamaio (quizds usando marcas de separa-
ci6n), podemos considerar que todos los problemas de decisi6n tienen como
entrada cadenas individuales de un alfabeto. En este contexto, la coleccion delas
cadenas para las cuales la respuesta a un problema de decision es “si” constituye
un lenguaje. Ademés, la tarea de decidir este lenguaje es igual que aquella para
resolver el problema de decision (la decision del lenguaje {w*w: w € {x,y,z}*}eslo
mismo que resolver el problema de comparacion de cadenas).

Entonces, resolver problemas de decision es lo mismo que decidir lengua-
jes; desde esta perspectiva, el teorema 5.2 nos dice que la clase P corresponde
ala clase delos problemas de decisién que pueden resolverse con maquinas de
Turing en tiempo polinémico. Es més, esta correspondencia es tan estrechaque
con frecuencia pasamos, sin miramientos, de considerar a P como una clase
de lenguajes.a considerarla como una clase de problemas de decision.

En resumen, hemos establecido las siguientes caracterizaciones equi-
valentes de la clase P:

1. 'Laclase de los lenguajes que pueden aceptar las maquinas de Turing
en tiempo polinémico. -

2. La clase de los lenguajes que pueden decidir las méquinas de Turing
en tiempo polinémico.

3. Laclase de los problemas de decision que pueden resolver las méaqui-
nas de Turing en tiempo polin6mico.

Asi mismo, cada una de estas caracterizaciones puede establecerseen términos
de méquinas de Turing de varias cintas.

Ejercicios

1. Suponga que A es un problema que se puede resolver con un algo-
ritmo de complejidad temporal n?y que el problema Brequiere un algoritmo
con complejidad temporal 2". Suponga ademds que la tecnologia actual
permite resolver en una hora los casos del problema A con entradas de
longitud 100. ;Cual seria el tamario de los casos del problema A que po-
drian resolverse en una hora si la tecnologia produjera una méquina que
fuese 100 veces mas rapida que las actuales? Respondaa las mismas preguntas
parael problema B.;Qué indican sus respuestas conrespectoala viabilidad
de resolver problemas con soluciones en tiempo polinémico, en com-
paracion con los que s6lo tienen soluciones en tiempo exponencial?
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2 Muestre quelacomplejidad temporal de laaceptacion de cualquier lengua-
je regular con una maquina de Turing es 8(n), donde n es la longitud de la
cadena de entrada, y que por lo tanto todo lenguaje regular est4 en P.

3. Mu(.estre que no se encuentra en P un lenguaje aceptado por maquinas de
Turing que no puede ser aceptado por una maquina de Turing en menos
de 2" pasos, donde 7 es la longitud de la cadena de entrada.

4. Presente los siguientes problemas de decisién como problemas de recono-

cimiento de lenguajes.

a. Dadas dos entradas m, n € N, decidir si existe un niimero primo entre m
y n.

b. Dadas doscadenasdesimbolos de entrada, decidir siuna es permutacion
de la otra.

¢. Dados un entero positivo y una lista finita de enteros positivos, decidir
si existe un subconjunto de la lista cuya suma sea el primer entero.

5.5 COMPLEJIDAD TEMPORAL DE MAQUINAS NO
DETERMINISTAS

En el capitulo 3 vimos que las maquinas de Turing tradicionales (de una sola
cinta), las de varias cintas y las no deterministas poseen el mismo poder de
reconocimiento de lenguajes enlo que se refierea que unlenguaje aceptado por
una maquina de una de las clases puede ser aceptado por una maquina de
cualquier otra clase. Vimos ademds que esta igualdad de poder se conserva
entre las miquinas de Turing de una y varias cintas cuando se restringen a
calculos en tiempo polinémico. Por esto, es natural preguntarnos cual es el
efecto que tiene la restriccion de tiempo polinémico sobre las maquinas de
Turing no deterministas; esta pregunta es la que ahora nos concierne.

La clase NP

Decimos que una maquina de Turing no determinista M acepta el lenguaje L
en tiempo polinémico si L = L(M) y existe un polinomio p(x) tal que para
cualquierw € L, M aceptaw con una serie de calculos que no excededep( 1wl )
pasos. Asi mismo, definimos NP como la clase de los lenguajes que pueden
aceptar las maquinas de Turing no deterministas en tiempo polinémico.
Puesto que toda maquina de Turing determinista esta contenida enla clase
de las maquinas de Turing no deterministas, podemos afirmar de inmediato
que P < NP. Sin embargo, la cuestion de si P = NP atn no se ha resuelto de
hecho, quizas se trate del problema de investigacion mas importante en las

ciencias de la computacion actualmente. Existen numerosos problemas de

COMPLEJIDAD TEMPORAL DE MAQUINAS NO DETERMINISTAS 279

decisién (algunos de los cuales se presentan en el apéndice E) que pueden
plantearse en funcién del reconocimiento de lenguajes que se sabe estanen NP
pero cuya pertenencia (0 no pertenencia a P) no se ha podido determinar
todavia. Entonces, si P = NP, estos problemas tendrian soluciones
algoritmicas practicas, pero si P# NP, la posibilidad de encontrar soluciones
algoritmicas eficientes para estos problemas se reduciria en forma considerable.

No obstante, debemos admitir que la relacion entre la resolucion de
problemas de decision y la aceptacion de lenguajes en NP no se ha definido
tan bién como para P. Recuerde que en P, la estrecha relacion entre la
resolucién de problemas de decision y la aceptacion de lenguajes surgio
como consecuencia de que la capacidad para aceptar un lenguaje
en tiempo polinémico equivale a la capacidad para decidir el lenguaje en
tiempo polinémico. Los investigadores todavia no han resuelto la relacion
entre la aceptacion y la decision de lenguajes en tiempo polinémico en el
contexto de las maquinas de Turing no deterministas (Fig. 5.14). Por esto,
el hecho de que un lenguaje en NP se encuentra asociado a un problema de
decision especifico no significa que sea posible resolver completamente el
problema en tiempo polinémico con una méquina no determinista.

Resumamas lo anterior con un ejemplo. Considere el siguiente problema,
conocido como problema de decision del viajante, que se presenta en numero-
sas situaciones aunque con diferentes facetas.

Dados un conjunto de ciudades, la distancia que separa cada par de
ciudades y una distancia de viaje total permitida d, ;existe una forma
deviajar entre las ciudades de manera que se visitecadaciudad, quelaruta
finalice en la ciudad de inicio y que la distancia total no exceda d?

Este problema de decision estd asociado con el problema de decidir el
lenguaje L, el cual consiste en aquellas cadenas que representan casos con
respuesta afirmativa del problema del viajante. Este lenguaje es aceptado por

Calculos deterministas en tiempo polinémico

problemas lenguajes lenguajes
dedecision = gecidibles =  aceptables
solubles

Caélculos no deterministas en tiempo polinémico

problemas lenguajes  ?  lenguajes
dedecision = goiidibles =  aceptables
solubles

Figura5.14  Equivalencias entre los célculos en tiempo polinémico
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la maquina de Turing no determinista que, al recibir un caso del problema del

viajante, genera una ruta entre las ciudades de manera no determinista, donde
cadaruta es una salida potencial, y luego evalia la ruta generada. Si encuentra
que la ruta es suficientemente corta, la maquina se detiene; de lo contrario,
entra en un ciclo infinito.

Ademds, esta maquina aceptaria L en tiempo polindmico, ya que cualquier
ruta se puede generar y evaluar en un intervalo limitado por alguna expresion
polinémica del nimero de ciudades (si existen n ciudades, entonces para
generar una ruta se unen 7 rutas entre ciudades, y la evaluacion de la ruta
consiste en sumar las distancias correspondientes entre las n ciudades).
Llegamos asi a la conclusion de que L, estd en NP.

Sin embargo, el hecho de que L, se halle en NP s6lo significa que L; puede
ser aceptado en tiempo polinémico por una maquina de Turing no determinista.
Esto quiza no implique que pueda ser decidido en tiempo polinémico. Este
requisito, mucho més restrictivo, es el que se necesita para resolver el problema
de decision del viajante. Asi, si sabemos que L; se encuentra en NP, obtenemos
algo de informacion acerca de la complejidad del problema correspondiente,
pero esto no nos dice todo. Existe la posibilidad de que ninguna variante de
una maquina de Turing pueda resolver por completo el problema del viajante
en tiempo polinémico.

Por otra parte, si pudiéramos demostrar que P = NP, entonces L, pertene-
ceria a P; entonces, con una maquina de Turing determinista podriamos
decidirlo en tiempo polinémico y asi resolveriamos en la misma cantidad de
tiempo el problema de decision del viajante.

Reducciones polinémicas

El apéndice E contiene unos cuantos entre los muchos problemas que,
segtn se ha determinado, se ubican en la clase NP pero cuya pertenencia a
P aun no se ha resuelto. Por ello, mostrar que uno de estos problemas
realmente pertenece a P serfa un paso muy pequefio hacia la resolucién dela
relacion entre las clases P y NP. Existe, sin embargo, una forma de atacar al
mismo tiempo la clasificacion de muchos problemas. Este enfoque se basa en
el concepto de NP-complecion, que a su vez se apoya en el concepto de las
reducciones polinémicas, que definimos a continuacion.

Unareduccién polinémica (o transformaci6n polinémica) de un lengua-
je L, del alfabeto 3, a otro lenguaje L, del alfabeto %, es una funcién £} —
¥* que puede ser calculada por una maquina de Turing en tiempo polinomico,
y para la cual w € L, siy solo si flw) € L, para toda w € I. Si existe una
reduccién polinémica del lenguaje L, al lenguaje L,, decimos que L, se reduce
a L,y loescribimos como L, e< L,.

Estas reducciones permiten convertir las preguntas relacionadas
con la pertenencia de una cadena a un lenguaje a preguntas con respecto a la
pertenencia de una cadenaa otro lenguaje. Especificamente, si f: I} — X*, es una
reduccion polinémica de L, a L, calculada por una maquina de Turing M , y si
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M, es una maquina de Turingdonde L(M,) = L, entonces el lenguaje queacepta
la maquina compuesta — M;M, es L,. Adems, el hecho de que M, calcule fen
tiempo polinémico significa que la complejidad temporal de la maquina
compuesta — M;M, es comparable con la de M,, afirmacién que justifica el
siguiente teorema.

TEOREMA 5.3
SiL, o< L,y L, estd en P, entonces L estienP.

DEMOSTRACION

Puesto que L, o< L,, existe una reduccién polinémicafde L, aL, que una
méquina de Turing puede calcular M, puede calcular en tiempo
polinémico. Especificamente, existe un polinomio p(x) tal que M,
calcula f(w) en el tiempo p(wl) para cada w € L,. Asi mismo, la
longitud de f( w! ) no puede ser mayor quep(twl) + lwl (M, no puede
escribir mas de p(lw!) simbolos en p( fwl) pasos; entonces la salida de
M., al recibir la entrada w, no puede exceder de p( w! ) més la longitud
de la entrada original, wl).

Sea ahora M, una maquina de Turing que acepta L, en tiempo
polinémico. Entonces, existe un polinomio g(x) tal que M, acepta
todaven L,en un méximo de4( lvl) pasos. Sinembargo, la maquina
compuesta — M M, acepta entonces cadaw € L, ennomasdep( w!)
+ g(p(w!) + k) pasos, un polinomio en lwl, de acuerdo con lo
requerido. Es decir, > M;M, acepta L, en tiempo polinémico, por
lo que L, estd en P.

Como ejemplo, la funcion f:{x, y}* — {x, y, z}* definida por f(v) = vzv es
una reduccion polindmica del lenguaje

L, = {w: w es un palindromo en {x, y1*)
al lenguaje

L, = {wzw*: w € {x, y}* y w* es la cadena w escrita a la inversa}

Es facil confirmar que v € L, siy s6losi f{v) € L,. Ademas, f se puede calcular
en tiempo polinémico aplicando la rutina de copiado de la figura 3.8 seguida
por la escritura de una z en el espacio en blanco entre las dos partes. Por
consiguiente, si tuviéramos una maquina de Turing que aceptara L, en tiempo
polinémico, la podriamos usar en conjuncién con esta reduccién polinbmica
para construir una maquina que aceptara L, en tiempo polinémico.

Una de las principales aplicaciones del teorema 5.3 es como herramienta
para mostrar que ciertos lenguajes se encuentran en P. Si podemos mostrar la
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existencia de una reduccién polindmica de un lenguaje L, a otro lenguaje L,,
entonces podemos demostrar que ambos lenguajes estan en P con s6lo mostrar
que L, se halla en P.

Ademas, si replanteamos el teorema 5.3 como “si L, o< L,y L, noestien P,
entonces L, no estd en P”, obtenemos una herramienta para mostrar que cier-
tos lenguajes no se encuentranen P. O sea, si demostramos la existencia de una
reduccion polinémica de L, a L,, entonces se puede mostrar que ambos
lenguajes estan fuera de P si mostramos que L, no se halla en P.

Concluimos entonces que las reducciones polinémicas ofrecen un medio
para atacar la clasificacion de mas de un problema a la vez.

Teorema de Cook

El teorema que estamos a punto de demostrar, conocido como teorema de

Cook enhonorde su descubridor, S. A.Cook, permite obtener el mayor partido
posible del teorema 5.3. Identifica un lenguaje (un problema de decision)
especifico en la clase NP al que cualquier otro lenguaje en NP se puede reducir
por reduccién polinémica. Asi, si alguna vez se muestra que este lenguaje se
halla en P, todos los lenguajes en NP deben pertenecer a P. Sin embargo, antes
de pasar al enunciado y a la demostracion del teorema de Cook, debemos
presentar cierta terminologia adicional.

Sea V = {v,, v,, -, v,} un conjunto finito de variables booleanas (llamadas
proposiciones por los especialistas en l6gica), y definamos una asignacién de
verdad a V como una funcion de V en el conjunto {verdadero, falso}. Asi
mismo, representemos con 7, a la negacion de la variable v,. De este modo, si
una asignacién de verdad asigna a v, el valor verdadero, entonces 9, serd falso,
y viceversa. Las variables y las negaciones de variables sedenominan literales.

Definimos que una cldusula de V es un conjunto no vacio de literales aso-
ciados con V. Si una cldusula contiene dos o mas literales, los visualizamos
como si estuvieran separados por la palabra “0”, como “v, 0 9, 00,”. Se dice
que una cldusula es satisfecha por una asignacion de verdad si por lo menos
uno de sus literales es verdadero bajo dicha asignacion de verdad (la asigna-
cion de verdad que asigna v, como verdadero y v, como falso satisface las
clausulas “v, 0v,” y “0,0v,0 D,,” pero no la cldusula “ 9, 0 v,").

Ahora podemos presentar el problema dedecision asociado con el teorema
de Cook, de la manera siguiente:

Dado un conjunto finito de variables V y una coleccién de cldusulas con
respecto a V, ;existe una asignacion de verdad que satisfaga las clausulas?

Este problema se conoce como problema de la satisfactibilidad o SAT, en
forma breve.

Cualquier caso de SAT se puede codificar como una sola cadena, de la
forma siguiente. Si {v,, v,, -, v, } es el conjunto de variables, denote cada literal
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con una cadena de longitud m deacuerdo con el siguiente esquema: cada literal
v, estd representado por una cadena que solo contiene ceros, excepto por una
p (formaabreviada de positivo) enla posicioni; cadaliteral 0, esté representado
por una cadena que s6lo contiene ceros excepto por una n (forma abreviada de
negativo) en la posicion i. Luego, cada cliusula se representa con una lista
de sus literales, separados por diagonales. Por tltimo, todo el caso de SAT se
representa con una lista de estas cldusulas, en la cual cada clausula se encierra
entre paréntesis. El caso de SAT que contiene las variables v, v, y v, y las

" ou

clausulas “v. 0 7,”,“v,0v.” y “0, 0 D,0v,” se representaria con la cadena
1 2 2 3 1 3 2

(p00/0r0)(0p0/00p)(r00/00n / 0p0)

Denotamos con L, al lenguaje consistente en aquellas cadenas que
representan casos de SAT que satisfacen alguna asignaci6n de verdad.
Asi, (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0) se encuentra en Lg,, porque el
caso correspondiente de SAT se puede satisfacer con la asignacion de
verdad que asigna falso a v, y v,, y verdadero a v,. La cadena (0p0/
00p)(00n/0p0/n00)(p00/0n0) también se halla en L,,,, pues representa el
mismo caso de SAT que la cadena anterior. Sin embargo, la cadena (p00/
0p0)(n00/0p0)(p00/0n0)(n00/0n0) no esta en L,,, pues no existe una
asignacion de verdad que satisfaga “v, 0 v,”, “ 9, 00,” y “ 7,0 D,”
simultdneamente.

Representemos ahora las asignaciones de verdad con cadenas de varias p
y varias n donde una p en la posicion i indica que la variable v, es verdadera y
una 1 en dicha posicién indica que v, es falsa. As, es bastante sencillo evaluar
si una asignacion de verdad satisface un caso codificado de SAT: lo tinico que
tenemos que hacer es rastrear de izquierda a derecha la cadena que repre-
senta al caso del problema a la vez que revisamos cada cldusula para ver si
contiene un literal donde la p o la 11 esté en una posicion relativa igual a la que
tiene en la asignacion de verdad (véase Fig. 5.15).

Con base en esta técnica, podemos construir una maquina de Turing no
determinista que acepte L,,, en tiempo polindmico. Observe que una
variante del teorema 3.1 nos indica que basta con una maquina de varias
cintas. Especificamente, podriamos construir una miquina de Turing no
determinista con dos cintas que 1) iniciara cada cdlculo comprobando que
su entrada fuera una cadena que representa una coleccion de cldusulas; 2)
escribiera en la Segunda cinta, de manera no determinista, una cadena de
p y n de longitud igual al nimero de variables en las cléusulas, y 3)
recorriera la cabeza de la cinta por la cadena de entrada a la vez que
evaluara si la asignacion de verdad de la segunda cinta satisface las
cldusulas que se rastrean (Fig. 5.16).

Es facil implantar este proceso de manera que la complejidad temporal de
los calculos de aceptacion esté limitada por un polinomio de la longitud de la
cadena de entrada. Concluimos que L, estd en NP.

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el teorema de Cook.
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Configuracién Cinta 1: A(p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00N/OP0)AA . . .
asignacién de verdad v, = verdadero inicial G 4
Inta 2: AAA . ..
v, = falso : ; 4
Asignacién Cinta 1: A(p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00N/0PO)AA . . .
o i de verdad se 4
\ ha escrito en Cinta 2: AnnpAA . . .
la cinta2
\J Se encuentra Cinta 1: A(p00/0n0)(0p0/00pP)(n00/00N/OP0)AA . . .
nn p que se satisface 4
la primera Cinta 2: AnnpAA . . .
clausula A
Se encuentra Cinta 1: A(p00/0n0)(0P0/00P)(N00/00N/OPO)AA . . .
que se satisface \ )\
nnp nnp nnp I(a:lzzglt:lr;da Cinta 2: AnnpAA . . .
coincidencia | coincidencia coincidencia Se encuentra Cinta 1: A(p00/0n0)(0p0/00P)(n00/00N/0PO)AA
que se satisface It
cléusulas codificadas  (p00/0n0)  (0PO/O0P) (700/00N/OPO) lateicam e Cinta 2: ANNPAA . . .
clausula 1 clausula 2 cldusula 3 !
: - _ - La maquina se Cinta 1: A(p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00N/0P0)AA . . .
Figura5.15 Confirmacién de que una asignacion de verdad satisface detiene al encontrar 4
que se satisfacen Cinta 2: AnnpAA . . .

una coleccién de clausulas
4 todas las clausulas

TEOREMA 5.4
Si L es cualquier lenguaje en NP, entonces L o< L, ..

Figura5.16  Evaluacién de la satisfactibilidad mediante una maquina
de Turing no determinista con dos cintas

DEMOSTRACION

Puesto que L esta en NP, entonces existen una maquina de Turing M no
determinista y un polinomio p(x) tales que para cada w € L, M acepta
w en un maximo de p(lw ) pasos. Ademds, podemos suponer que
lw! <p(w!)paratodaw € Ly,comoen el teorema 5.2, suponer que M

nunca termina anormalmente.

Construimos una reduccion polinémica fde L a Ly, basada en la
estructura de M. De modo més preciso, para cada w € L, f(w) sera
una coleccion de cldusulas que pueden satisfacerse simultidnea-
mente si y s6lo si existe un clculo por medio del cual M acepte w. Se
disefiaran las clausulas en f{w) para que representen los cuatro enun-
ciados siguientes:

2. La maquina comienza sus célculos a partir de su estado
inicial, con la cabeza sobre la celda del extremo izquierdo de
la cinta y con la cinta conteniendo un espacio en blanco,
seguido por la cadena de entrada w y después espacios en
blancos.

3. Encada pasodelos célculos, 1a posicion dela cabeza, el estado
actual y el contenido de la cinta cambian de acuerdo con el
programa de la maquina.

4. Los célculos llegan al estado de parada de la maquina.

Es evidente que un conjunto de cldusulas que representan estos
enunciados se puede satisfacer simultdneamente si y s6lo si w es una
cadena en L(M). Asi, paradefinir f{w), s6lo tenemos que traducir estos
enunciados a cldusulas.

Comenzamos este proceso de traduccion representando los esta-
dos de M como g,, 4,, , 4,, donde g, y g, son los estados de inicio y
parada respectivamente. También establecemos que se usara x, para

1. En cualquier instante de los cdlculos, la maquina M se hallaen
uno y s6lo uno de los estados, la cabeza de la cinta se encuen-
trasobre unays6lo una delas celdas y cada celda contiene uno
y s6lo un simbolo.
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representar el simbolo del espacio en blanco y x,, x,, =, x, para los
simbolos de la cinta de M que no sean espacios en blanco.

En la figura 5.17 se identifican las variables que comprende f(w).
Como se indica alli, cada variabie representa un enunciado acerca de
los célculos que ejecuta M al recibir la entrada w. Estos enunciados se
presentan en el contexto de un reloj imaginario que comienza a
contar en cero y contabiliza las unidades de tiempo al mismo ritmo
que la ejecucion de pasos durante los cilculos de M. Después de que
M realiza su primer paso, el reloj indicara 1; después del segundo
paso, indicara 2, etcétera. Asi, lo que en esencia hace el reloj es llevar
a cabo un recuento de los pasos ejecutados por M. Decimos “en
esencia” porque el reloj seguird su marcha aunque M se haya deteni-
do, en cuyo caso la indicacion del reloj ya no correspondera al
nimero de pasos ejecutados. De hecho, ésta es la razén por la cual
introducimos el reloj: si un célculo se detiene después de 10 pa-
so0s, no tiene sentido referirnos a su configuracion después de la
ejecucion de 12 pasos, pero si podemos hablar de su configuracion tras
12 movimientos del reloj (una vez que M se detiene, permanece en su
configuracion de detencién todo el tiempo que avance el reloj).

Como M puede aceptar cualquier w € L(M) en un maximo dep( kw!)
pasos, la parte mas importante de los calculos de M concluird en no mas
dep(kwl) pasos. Asi, los enunciados representados por las variables
de f(w) se refieren a las lecturas de reloj en el intervalo de 0 a p( kw!).
Asimismo, en p( wl) pasos la maquinano podra mover su cabeza mas
alld de la celda p(kwl) + 1, donde consideramos que las celdas se
nume-ran de izquierda a derecha a partir de uno. Por consiguiente,
las variables en f{w) s6lo se refieren alas celdas 1ap( w! ) + 1delacinta.

Ahora estamos preparados para traducir a cldusulas los enuncia- -

dos 1a4. Elenunciado 4 es el mas sencillo ya que puede representarse
con la cldusula de una sola variable
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Los enunciados 1y 2 son un poco més rebuscados pero todavia son
sencillos; se traducen en las figuras 5.18 y 5.19 respectivamente. Las
cldusulas que representan al enunciado 1 se basan en la observacion
de que si x, y y z son variables, entonces la clausula

xoyoz

refleja el requisito de que por lo menos una de las variables sea

verdadera, y las clausulas

xory
X 0Lz
yorz
Nimero de
Restriccion Clausulas clausulas de este tipo
La cabeza de la cinta Hd ,oHd ,o0..0 p(n) +1
de M debe encontrarse Rl ds

sobre un minimo de una

celda en cualquier momento.

La cabeza de la cinta
de M sélo puede estar
sobre una celda

en cada momento.

M debe estar por lo menos
en un estado en
cualquier momento.

M sélo puede
hallarse en un estado
en cada momento.

Cada celda de la cinta
debe contener cuando
menos un simbolo

en cualquier momento.

Cada celda de la cinta
puede contener cuando
mucho un simbolo

en cada momento.

para cada /en (0, 1, ..., p(n))

para cada /en {0, 1, ..., p(n)} y cada J y k (p(n) +1)? p(n)
en(1,2,.... pin) + 1) A
donde j < k

ST,, 08T, ,0..087,, p(n)+1

para cada /en (0, 1, ..., p(n))

?t,- oSt r(r=1)
par'a’mda ;'t:n {0,1, ..., p(n)}y cada jy k (p(n) +1) T
en(1,2,..., r)donde j< k

Cont,,, 0 Cont ,,0..0 (p(n) +1)2
Cont, , m Para cada jen

{0, 1, ..., p(n)} y cada j

en(1,2,..,p(n) + 1}

Cont,' ix© Cont,, "

para cada ien {0, 1, ..., p(n)},
cada jen (1,2, ..., p(n) + 1)
ycada kylen (1,2, .., m)
donde k< /

(p(n) + 1)2"’—""241—)

Stp(n),z
Intervalo de Enunciado Ndmero de variables
Variable los subindices correspondiente de este tipo
Hd, ; 0 <i=<pn) La cabeza de | [p(n) + 1°
1 <j=<ph+1 a cinta de M esté sobre
la celda jen el instante i
St 0 =i =< pn) Msehallaenelestado  r[p(n)+ 1]
IS=fi="n gen elinstante
Cont,,, 0 =i =< p(n) (Laceldajcontiene el  m[p(n)+ 1]°
1=<j=pn+1 simbolo x, en el instante i
1.2-k="m
Figura 5.17  Variables empleadas en el caso de SAT representado por f(w)

Figura 5.18

Clausulas que representan al enunciado 1
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Sto, 4

Hd, 4
Conty, ¢ 4
Conty , «,
Conty 5 i,

Como, n+1, k,
Como, n+2,1

Conto, pry+1, 1

Figura5.19  Clausulas que representan al enunciado 2

contienen el requisito de que s6lo una de las variables puede ser
verdadera.

Consideremos ahora el enunciado 3. Lo traducimos de acuerdo
con las transiciones que puede efectuar M. Recuerde que estas transi-
ciones se pueden clasificar en tres categorias: las que mueven la cabeza
hacia la derecha, las que la mueven hacia la izquierda y las que
cambian el contenido de la celda actual.

Cada transicion de la primera categoria requiere que la maquina
se halla en un estado g, determinado, con un simbolo x, en su celda
actual, y da como resultado un desplazamiento al nuevo estado g,
moviendo la cabeza hacia la derecha. Asi, para cada una de estas
transiciones, cada i en {0, 1, =+, p(n) - 1} y cada j en {1, 2, =, p(n)},
introducimos las tres clausulas

St,,oHd, 0 Cont,  oHd
St, ,oHd, ;0 Cont, , 05t
St, ,oHd, ;o Cont

i+1,j+1
i+1,t
k0 Cont, .,
En conjunto, estas tres clausulas corresponden al enunciado “Sienun
instante i, M se encuentra en el estado g,con su cabeza sobre la celda
jque contiene el simbolo x,, entonces enel instantei + 11a cabeza estara
sobre la celda j + 1,1a maquina se hallara en el estado g, y el contenido
de la celda j seguira siendo x,”.

Asimismo, cada transicion dela segunda categoria requiere que M
se encuentre en un estado g, con x, como contenido de su celda actual,
y produce un desplazamiento al estado 4, moviendo la cabeza hacia la
izquierda. Entonces, para cada una de estas transiciones, cada i en {0,

1,7,p(n)-1} ycadajen (2,3, ,p(n) +1},introducimos las tres clausulas
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St,,oHd oCont, oHd, ,
St,,oHd oCont, oSt ,,
St,, 0 Hd, o Cont

0 Cont,.”,).’k

ij.k

ij,

En conjunto, estas cldusulas corresponden al enunciado “Si en un
instante i, M se halla en el estado g, con su cabeza sobre la celda j que
contiene el simbolo x,, entonces en el instante i + 1 la cabeza estara
sobre la celda j — 1, la miquina se encontrara en el estado ¢, y el
contenido de la celda j seguira siendo x,”.

Cada transicion de la tercera categoria requiere que la maquina se
encuentre en un estado g, con el simbolo x, como contenido dela celda
actual, y da como resultado un desplazamiento hacia el estado g,
escribiendo unsimbolo x,enla celdaactual. Asi, para cada unadeestas
transiciones, cada i en {0, 1, -, p(n) — 1} y cada j en {1, 2, =, p(n)},
introducimos las tres clausulas

St,.‘OI-E.d.oCoT,".koHd

i i+1,j

St,,0oHd o Cont,,, oSt

il i+1,t

St, ,oHd, ;0 Cont , o Cont

J i+1,j1

Estas cldusulas corresponden al enunciado “Si en un instante i, M se
halla en el estado g, con su cabeza sobre la celda j que contiene el
simbolo x,, entonces en el instante i + 1 la cabeza estara sobre la celda
j, que contendra el simbolo x,, y la maquina estard en el estado g,”.

Vemos entonces que cada transicién de M no contribuye con mas
de 3(p(n) + 1)* al nimero total de cldusulas.

Para asegurar que el contenido de la cinta s6lo cambie de acuerdo
con estas reglas, agregamos la coleccion de cldusulas de la forma

Hd, ;0 Cont ;0 Cont, , .,
paracadaien{0,1,,p(n)-1},cadajen (1,2, ,p(n) + 1} y cadaken
{1,2,+,m}. Estas clausulas representan el enunciado. “Sila cabezade
la cinta no esta sobre la celda j en el instante i, entonces la celda j
permanecerd sin cambios en el instante i + 1”. Observe que s6lo hay
mp(n)(p(n) + 1) clausulas en esta coleccion.
Por tltimo, afadimos las cldusulas de la forma
gi,Z 0 Sth 1,2

paraien {0, 1,, p(n) - 1}. Estas cldusulas nos indican que una vez que
la mdquina se encuentre en su estado de parada, alli permanecera.

Si agrupamos todas las clausulas descritas, obtenemos un conjun-
to de clausulas satisfechas tinicamente por aquellas asignaciones de
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verdad que corresponden a los cdlculos de M que aceptan la cadena w
en tiempo p( lw!). De esta forma hemos obtenido un caso de SAT que
puede satisfacerse si y s6lo si w € L. Asi mismo, la version codificada
de este caso es la cadena f{w) que deseamos, ya que, de acuerdo con
esta definicién, w € Lsi y s6lo si flw) € L,,.

Falta mostrar que flw) se puede calcular en tiempo polinémico.
Para esto sefialamos que el cdlculo de f(w) es esencialmente el
proceso de generacion de una lista de las clausulas representadas
por f(w). Sin embargo, el nimero de clausulas que aparecerdn en la
lista, el niimero de literales en cada cldusula y las longitudes de las
cadenas que representa cada literal se encuentran limitados por un
polinomio de w!. Por lo tanto, la cadena f(w) se puede calcular en
tiempo polinémico.

Desde el descubrimiento del teorema de Cook, se han encontrado muchos
otros lenguajes en NP que poseen las mismas propiedades fundamentales que
L,,,-Enotras palabras, existe actualmente un gran niimero de lenguajes en NP
(incluyendo aquellos identificados en el apéndice E) que son reducciones
polindmicas de cualquier otro lenguaje en NP. Estos lenguajes se conocen
como NP - completos.

La clasificacion de los lenguajes NP-completos representa un importante
aspecto de las investigaciones actuales. Si alguno de estos lenguajes pudiera
ser aceptado por una maquina de Turing determinista en tiempo polinémico,
entonces NP deberia serigual a Py se habria mostrado que muchos problemas
que al parecer consumen tanto tiempo que han de considerarse como intrata-
bles, pueden ser tratables, después de todo. Al contrario, si se llegase a
demostrar que algin lenguaje cualquiera de NP yace fuera de P, entonces
todos los lenguajes NP-completos también deberian estar fuera de P, y sabria-
mos que seria inutil seguir buscando soluciones eficientes para estos proble-
mas. Por desgracia, los investigadores atin no han podido determinar cuél de
estas opciones es verdadera.

Ejercicios
1. Muestre que el siguiente problema de decision estd en NP.

Dado un entero de prueba y un conjunto finito de enteros deN, jexiste
un subconjunto cuya suma sea igual al valor de prueba?
2. Encuentre una reduccién polinémica del lenguaje de {x, y} que consiste en
las cadenas que contienen por lo menos dos x, al lenguaje de {y, z} que
consiste en las cadenas que contienen por lo menos tres z.
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3. Con base en las definiciones de esta seccion, identifique cudles de las

siguientes cadenas estanen L, ;.

a. (p00/0n0/00p)(0p0/00m)(n00/0p0/00n)

b. (0r00/0010)(n000/0010)(n000/0001)(0n00/000m)
c. (p00)(0p0)(00p)(n00/0n0)(0n0/00n)(n00/00n)

d. (p0/0p)(n0/0p)(p0/0n)(n0/0n)

4. Es comun utilizar el nombre co-NP para representar la clase de los

lenguajes cuyos complementos estan en NP. Muestre que si co-NP # NP
entonces P # NP.

5.6 COMENTARIOS FINALES

Es conveniente dar fin a este tltimo capitulo con un repaso de todo el texto.
Comenzamos presentando los automatas finitos y los lenguajes regulares en
el contexto del analisis 1éxico. A partir de alli, nuestro objetivo de desarrollar
técnicas mas poderosas para el reconocimiento de lenguajes nos llevo al
estudio de los automatas de pila y los lenguajes independientes del contexto.
En la bisqueda de técnicas aun més poderosas, pasamos a las mdquinas de
Turing y los lenguajes generales estructurados por frases, donde nos enfren-
tamos a las fronteras aparentes de los procesos algoritmicos; llegamos al limite
identificado por la tesis de Church-Turing.

Una vez conocida esta tesis, nos centramos en el poder de los procesos
computacionales, tratando de aprender mas acerca de las limitaciones que
habiamos detectado. Aqui ampliamos nuestro uso de los automatas
(en particular las maquinas de Turing), que dejaron de ser simples dispositi-
vos de reconocimiento de lenguajes para convertirse en maquinas de prop6-
sito mds general que calculaban funciones. Identificamos a la clase de las
funciones que pueden calcular estas maquinas como funciones calculables
segin Turing y encontramos que esta clase era idéntica a la clase de las
funciones recursivas parciales y también a las funciones calculables con
nuestro sencillo lenguaje de programacion esencial. Esta identificacion de
clases dio considerable credibilidad a la tesis de Church-Turing pues mostr6
que las limitaciones descubiertas en otras disciplinas son equivalentes.

Después de investigar la frontera entre la calculababilidad y la no
calculabilidad, restringimos nuestra atencién a los problemas que en
teoria pueden resolverse por medio de algoritmos, con el objetivo de
clasificar la viabilidad delos calculos implicados. Aqui detectamos dificultades
considerables, porque el gran niimero de posibles soluciones para un proble-
ma puede dificultar en gran medida la identificacion de la solucion mas
eficiente. De hecho, existen problemas cuyas diversas soluciones forman una
cadena infinita de algoritmos cada vez mas eficientes; por consiguiente,
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cualquier esquema general para clasificar problemas de acuerdo con la com-
plejidad de su “mejor” solucion no puede ser muy detallado.

Esto nos llevé a considerar la clase P, consistente en aquellos lenguajes
que pueden ser aceptados (0 aquellos problemas de decision que pueden
resolverse) en tiempo polinémico por una maquina de Turing. Intuitivamente,
consideramos que se trataba de la clase de los problemas que tienen solucio-
nes computacionales practicas (con entradas de gran tamario, la solucion
para los problemas que caen fuera de esta clase requiere mucho mas tiempo
que para aquellos que pertenecen a P). Por desgracia, los esfuerzos de los
investigadores para clasificar los problemas han sido vanos, incluso en
términos tan generales. Uno de los principales obstéculos es la clase NP,
consistente en los lenguajes que pueden aceptar las maquinas de Turing no
deterministas en tiempo polinomial. Una de las preguntas mas relevantes
que se plantean actualmente en las ciencias de la computacion es si las clases
P y NP son idénticas, ya que al parecer su soluciéon desempefia un papel
importante para determinar cudles son las aplicaciones donde pueden
emplearse los computadores.

Problemas de repaso del capitulo

1. Determine las complejidades espaciales y temporales del proceso
computacional efectuado por la méquina de Turing

iR

X
'—>RA—‘)L y
Yy

al procesar las cadenas xyxxy, Xxx'y yyy-

2. Disefe una maquina de Turing que acepte iinicamente las cadenas que
contienen una o més x seguidas por una o mas y. ;Cudl es la comple-
jidad temporal de su solucién? ;Con qué precision puede determinar-
se la complejidad temporal de este problema de reconocimiento de
lenguajes?

3. Encuentrelacomplejidad temporal (peor caso) dela maquina deTuring
descrita a continuacion, suponiendo que las entradas se toman de {x, y}*.

y X X _J

—>R—‘—’jy R_’]y Y

4. Encuentre la complejidad temporal del caso promedio de la maquina
de Turing del problema anterior, suponiendo que las entradas se
toman de {x, y}*.

10.

118

12:

13.

14.

16:

16.

1574
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Muestre que una maquina de Turing no determinista de varias cintas
con complejidad temporal 8(n) puede aceptar el lenguaje del alfabeto =
que consiste en las cadenas de la forma ww*, donde w € =*y w® es la
cadena w escrita a la inversa.

Muestre que 6(n?) < 8(n!) para cualquier d EN.
Muestre que 8(log, n) = 6(log, n).
Muestre que U O(n?) = U 6(n%).

d e N* de N*

(Esellenguaje L,,, descrito enla seccion 5.5, independiente del contex-
to? Proporcione bases para su respuesta.

Encuentre una reduccion polinémica del lenguaje de {z, y} que consiste
en aquellas cadenas con por lo menos tres z, al lenguaje de {x, y} que
consiste en las cadenas con por lo menos dos x.

Muestre que si L, y L, son lenguajes en P (distintos de @y X*), entonces
LoaLyLalL,

Muestre que el lenguaje @ esta en P y que, para cualquier alfabeto %, el
lenguaje £* también lo estd.

Suponga que x es un simbolo del alfabeto X. Muestre que @ =« X* — {x}
pero que no existe reduccion polindmica de X*- {x} a @.

Muestre que la complejidad temporal de la aceptacion del lenguaje que
consiste en cadenas de la forma ww*, dondew € {x, y}*y w*eswenorden
inverso, es 8(n?) al usar una maquina de Turing de una sola cinta.

Suponga que T:N — N es una funcion total computable. Muestre que
existe un lenguaje aceptable segin Turing que no puede ser aceptado
porninguna maquina de Turing con una complejidad temporal en O(T).

Suponga que T:N — N es una funci6n total computable. Muestre que
existe un lenguaje aceptable segtn Turing que no puede ser aceptado
por ninguna maquina de Turing con una complejidad espacial en O(T).

;Cuales de las siguientes funciones estin en O(n*)? ;Cudles estan
en 6(n®)?
a. 3n*+2n+1 b. n!

c. Llog,n | dv - - Bt 2nf



294 CAPITULOS5 COMPLEJIDAD

18.

19

20.

21

22

23,

24.

25

26.

27,

28.

29.

Encuentre enteros ¢, y n, tales que 4n? + 3n < c,(2n* + n) para todos los
enteros 7 mayores que H,.

Muestre que 6(2") < 6(2%).

Muestre que si los lenguajes L, y L, estin en P, entonces L, UL, L, o L,,
y L} también se encuentran en P.

Muestre que la interseccion de dos lenguajes cualesquiera en NP siem-
pre es un lenguaje en NP.

Encuentre una reduccion polindmica f:{x, y, z}* — {x, y}* del lenguaje
{wzw®:w € {x, y}* y w® es la cadena w en orden inverso} al lenguaje {w:w
es un palindromo en {x, y}*}.

Encuentre una reduccién polindmica del lenguaje {x, y}* al lenguaje
consistente en las cadenas que contienen un niimero par de x.

Encuentre una reduccién polindmicaf:(x, y}* — {x, y}* del lenguajedelas
cadenas que contienen un niimero parde y al lenguaje delas cadenas que
contienen un nimero impar de x.

Muestre que el lenguaje consistente en todos los palindromos en {x, y}*
estd en P.

Plantee los siguiente problemas de decisién como problemas de recono-
cimiento de lenguajes.
a. Decidir si el nombre Carol se encuentra en una lista determinada.

b. Decidir si una coleccién de enteros cuya suma sea 100 puede
escogerse de una lista dada de enteros.

c. Decidir si se puede construir un sistema de computacién comple-
to a partir de los elementos de una lista de componentes de
computador.

¢(Existe un problema de reconocimiento de lenguaje cuya solucién
requiera tiempo exponencial al emplear una maquina de Turing con
una sola cinta, pero que puede resolverse en tiempo polindmico con una
madquina de varias cintas? Explique su respuesta.

Proporcione un ejemplo de un lenguaje que
a. estéenP

b. noestéenP

c. esté en NPy posiblemente no esté en P

Disefie una maquina de Turing no determinista (de una cinta) que acepte

L,,, en tiempo polin6mico.

30.

31.

32.
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Muestre que si existe un lenguaje NP-completo que se encuentre en co-
NP, entonces NP = co-NP.

Muestre quessi L sehallaen NP, entonces L es decidible por una miaquina
de Turing.

¢Estan en P todos los lenguajes independientes del contexto? Justifique
su respuesta.

Problemas de programacién

Escriba un programa para aceptar el lenguaje L. ;Por qué esperaria
que su programa consumiera mucho tiempo con entradas de gran
magnitud?

Escriba un programa para resolver el problema de decisién del viajante.



APENDICE A

Mas acerca de

la construccion

de tablas de analisis
sintactico LR(1)

En el capitulo 2 vimos como se basa una tabla de andlisis sintactico LR(1) en un
autémata finito construido a partir de una gramatica independiente del
contexto, pero no analizamos los detalles de esta construccion. Nuestro
objetivo actual es proporcionar una explicacion de este proceso, y la estrategia
serd mostrar como se construy? el diagrama de transiciones de la figura 2.37
a partir de la gramatica

S — zMNz
M — aMa
M- z
N — bNb
N — z

con simbolo inicial S. Si se aplican los mismos pasos, es posible construir
automatas adecuados a partir de otras gramaticas independientes del contexto
(que no sean ambiguas) donde el lado derecho de las reglas no consista en la
cadena vacia.

El primer paso es introducir un nuevo simbolo de inicio, que representa-
mos con S, y la nueva regla de reescritura

S—>8S

Observe que estos cambios no afectan al lenguaje generado por la gramatica;
sin embargo, si aseguran que el simbolo de inicio aparezca en una sola y muy
sencilla regla de reescritura.

Después introducimos la marca ~ para indicar el estado del proceso de
analisis sintdctico. Por ejemplo, con esta marca escribiriamos

S— z~MNz
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para indicar el estado de haber encontrado la z inicial en el patron S y asi estar
listos para buscar el patrén MNz restante. La utilizacién de esta marca nos
permite resumir las etapas del reconocimiento del patrén S de la manera
siguiente:

S — ~zMNz
S —>z~MNz
S—zM~Nz
S—>zZMN~z
S = zMNz ~

Establezcamos que una regla de reescritura marcada se encuentra en su
forma inicial si la marca se ubica en el extremo izquierdo del lado derecho
de la regla. Asi mismo, una regla marcada estd en forma terminal si su
marca se encuentra en el extremo derecho del lado derecho de la regla de
reescritura. Deacuerdo con esto, la primera regla dela lista anterior se halla
en forma inicial y la ultima en forma terminal.

Después tenemos que definir qué queremos decir con el cierre de un
conjunto de reglas de reescritura marcadas. Formamos este cierre encon-
trando primero todos los no terminales que aparecen inmediatamente a la
derecha de una marca de alguna de las reglas del conjunto. Luego afadi-
mos al conjunto las formas iniciales de todas las reglas de reescritura de la
gramdtica cuyo lado izquierdo consista en dichos no terminales. Si alguna
de las reglas agregadas tiene no terminales que aparezcan inmediatamente
ala derecha de una marca, afiadimos también las formas iniciales de todas
las reglas de reescritura para estos no terminales. Continuamos con este
proceso hasta que no aparezcan nuevos no terminales inmediatamente a
la derecha de alguna marca (observe que este proceso tiene que detenerse
ya que existe un namero finito de no terminales en la gramatica). Se dice
que el resultado es el cierre del conjunto original. Por ejemplo, el cierre del
conjunto que contiene las reglas

S —>zM~ Nz
M —a~Ma

basadas en nuestro ejemplo de una gramatica, es la coleccion

S - zM~Nz
N — ~bNb
N—> ~z
M— a~Ma
M— ~aMa
M- ~z
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Seanadieronla segunda y la tercera reglas porque N aparecia inmediatamente
a la derecha de una marca, y se agregaron las dos tiltimas ya que M apareceria
inmediatamente a la derecha de una marca.

Una vez establecidas estas definiciones, estamos listos para describir el
proceso de construccién del diagrama de transiciones de la figura 2.37.
El proceso es el que sigue:

1. Forme el cierre del conjunto que contiene la regla marcada del nuevo
simboloinicial S’ — " S. Establezca este conjunto como el estado inicial
del diagrama de transiciones.

2. Lleve a cabo los pasos siguientes mientras sea posible, sin ser
redundante:

a. Seleccione un simbolo s (terminal o0 no terminal) que aparezca
inmediatamente a la derecha de la marca en una regla de algin
estado A establecido.

b. Sea X la coleccién de todas las reglas marcadas en A que tengan s
inmediatamente a la derecha de sus marcas.

c. SeaY el conjunto de todas las reglas marcadas que se obtienen al
mover la marca de cada regla de X a la derecha del simbolo s.

d. Si después de calcular el cierre de Y, este cierre no es un estado
entre los construidos hasta el momento, incliyalo ahora.

e. Dibuje un arco con etiqueta s del estado A al cierre de Y.

3. Senale como estado de aceptacion del autémata cada estado que
contenga al menos una regla marcada en forma terminal.

Hagamos mas claro este proceso siguiendo las primeras etapas de la
construccion de la figura 2.37. Comenzamos por establecer el conjunto que
contiene las dos reglas marcadas

§—>~5§ y S - ~zMNz

como el estado inicial del diagrama de transiciones (se trata del cierre del
conjunto que consiste en la regla marcada S” — +5, como lo establece el primer
paso de nuestro proceso de construccion).

De acuerdo con el paso 2, existiran dos arcos que saldran de tal estado: uno
con etiqueta S y otro con etiqueta z, ya que estos simbolos aparecen inmedia-
tamente a la derecha de una marca en este estado. El arco z llevara al estado
establecido mediante la formaci6n del cierre del conjunto que consiste en

S —»z~MNz
que es el conjunto

S 5 z~MNz

M — ~aMa

M-~z
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El arco con etiqueta S llevara al estado establecido al formar el cierre del
conjunto que consiste en

§S'—>8S- T

:
Lz
A,
a

M"’ a.Ma
M—.aMa
M M—.z

G =

Figura A.2 Diagrama completo

(Observe que este estado seréd de aceptacion en el diagrama de transi-
ciones terminado.)

En la figura A.1 se resume nuestra construccion hasta llegar a este punto.
Si continudramos con la construccio6n, el estado representado por

S - z~MNz
M — ~aMa
M—> -~z

g

tendria tres arcos: uno con etiqueta M, que conduce al cierre del conjun-
to consistente en S — zM~Nz; otro con etiquetaa, que lleva al cierre del conjunto
consistente en M — a ~ Ma; y el tercero, con etiqueta z, que va al cierre del
conjunto consistente en M — 2.

El diagrama terminado seria como el queapareceen la figura A.2. Compare
esto con el diagrama de la figura 2.37; son iguales, excepto que en la figura 2.37
los estados se encuentran rotulados con niimeros en vez de conjuntos de
reglas de reescritura marcadas.

S

Figura A.1  Primeras etapas de la construccién de la figura 2.34
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Debemos concluir presentando los conceptos intuitivos que sustentan este
proceso de construccion. Con

S —-S

se representa el estado correspondiente al inicio del proceso de andlisis
sint4ctico de una cadena conbase en nuestra gramética alterada; esto represen-
ta la etapa inicial del reconocimiento del patron S’. La posicion de nuestra
marca indica que esta tarea implicara encontrar una cadena que corresponda
al patrén S, el simbolo a la derecha de nuestra marca. Asi mismo, se describen
con mayor detenimiento los detalles al considerar las formas iniciales de las
reglas que describen posibles estructuras para S;ennuestro casose tratade lare-
gla marcada S — ~ zMNz. De hecho, el estado inicial del proceso de anélisis
sintdctico esta descrito totalmente por las dos reglas de reescritura marcadas

S’ —-S

S —»~zMNz

Es decir, para encontrar un patrébn que vaya de acuerdo conlaestructura
S’, debemos buscar un patron de la forma S (primera regla marcada), lo
que indica que debemos encontrar un patron que comience con z (segun-
da regla marcada).

El lector debe observar que la obtencion de la descripcion anterior del
estado inicial del proceso de analisis sintdctico no es mas que el proceso de
célculo del cierre del conjunto que contiene la regla marcada 5" — ~S. De
hecho, la formaci6n del cierre de un conjunto de reglas marcadas es precisa-
mente el proceso de describir con mayor detalle las opciones disponibles
para el analizador sintéctico cuando se encuentra en el estado representado
por el conjunto original.

Si encontraramos ahora una z en la cadena de entrada, nuestra situacion al
reconocer el patron S seria

S —>z~MNz

lo cual indica que nuestro problema inmediato seria encontrar un equiva-
lente del patrén M. De acuerdo con la gramatica, hay dos maneras de ha-
cerlo: con la regla M — aMa o con la regla M — z. Por ende, el inicio de la
buisqueda de un patron que corresponda a la estructura M esta sefialado
por las reglas marcadas

M — ~aMa

M —-z
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L.Ina vez mas, se obtiene una descripcion de estado completa formando el
cierre de su descripcion preliminar.

Vemos entonces que el proceso de andlisis sintdctico de una cadena con
base en nuestra gramética alterada comienza en el estado descrito por

S’ —~S
S — ~zMNz

y al encontrar una z, pasa al estado descrito por

S —z-MNz
M — ~aMa
M-~z

Observe que se trata del arco dibujado en nuestro proceso de construc-
cion formal.

| .Tome en cuenta que los estados de aceptacion del diagrama de tran-
siciones terminado se obtienen a partir de reglas marcadas en forma
terminal, por lo que las cadenas aceptadas por el automata serdn precisa-
mente aquellas que deben llevar a una reduccion en el analizador sintdctico
LR(l.). De esta manera, cada vez que el automata acepta una cadena, el
analizador sintactico sabe que tiene que efectuar unaoperacion de reduc-
cion. Ademas, ésta se basa en la regla de reescritura cuya forma terminal
produjo el estado de aceptacion.
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APENDICE B

Mas acerca de la funcion
de Ackermann

El objetivo de este apéndice es demostrar que la funcion de Ackermann,
definida por las ecuaciones

AQO,y)=y+1 (A1)
Ax+1,0)=A(x,1) (A2)
Ax+1,y+1)=A(x, Ax +1,y)) (A3)

es total y calculable, pero no recursiva primitiva. Elhecho de que sea total se
obtieneaplicando la induccién sobrelos pares deentradaen ordenlexicografico,
como veremos a continuacion.

Para todos los pares de la forma (0, y), A(0, y) estd definida por la
ecuacion Al.Suponga ahora que A(x, y) estd definida para toda (x, y) menor
que (m + 1, 0) en orden lexicografico. Entonces, A(m + 1,0) = A(m, 1) por la
ecuacion A2, de modo que A(m + 1, 0) esta definida. Por ultimo, suponga
que A(x, y) estd definida para toda (x, y) menor que (m + 1, n + 1) en orden
lexicografico. Entonces, A(m + 1,n + 1) = A(m, A(m + 1, n)) por la ecuacion
A3y, por induccién, A esta definida para (m +1,n) y (m, A(m +1,n)). Por
consiguiente, A(m + 1, n + 1) también esta definida.

La computabilidad de A se desprende de nuestra demostracion de que A
es total. De hecho, la definicion de A(x, y) es la descripcion de un proceso para
calcular el valor de salida correspondiente.

Lasiguientedemostracion (de quela funcionde Ackermann no es recursiva
primitiva) es extensa, pero en realidad bastante sencilla. Mostramos que para
cualquier funcion recursiva primitiva f que establece una correspondencia -
tuplas y tuplas de un solo componente existe un entero positivo N tal, que para
cadaXenN”",

f& <A(N,ZR)

donde 3(%) representa la suma de los componentes de % (la suma de los
componentes de la tupla vacia es cero). De esto se obtiene, en forma casi
inmediata, que la funcion de Ackermann no es recursiva primitiva. Si A fuera
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recursiva primitiva, entonces la funciénf=Ao (t; X T 1) también seriarecursiva
primitiva. Entonces, existiria un entero positivo N tal que f(x) < A(N, x) pa-
ra todo x enN. Especificamente, al elegir x = N, tendriamos f(N) < A(N, N); pero
fiN)=Ao(r)Xx m 1) (N) = A(N, N), de modo que llegariamos al enunciado
contradictorio A(N, N) < A(N, N). Por lo tanto, debemos llegar a la conclusion
de que la funcion de Ackermann no es recursiva primitiva.

Asi, vemos que nuestro objetivo se alcanzara si demostramos la existencia
de un entero positivo N, que tenga las propiedades antes descritas, para cada
funcion recursiva primitiva. Para esto, establecemos algunas propiedades de
la funcion de Ackermann, descritas en los lemas siguientes.

LEMA 1
Para todo z en N,

a. A, 2)=2+2
boA2,2)=2z +3

DEMOSTRACION
a. Aplicamos la induccion a z. Cuando z = 0, tenemos
AQ, 0) = A(0, 1) (por la ecuacion A2)
=1+1 (por la ecuacion Al)
=0+2

Si la ecuacion es verdadera para z < n, entonces

A, n + 1) = A0, AQ1, n)) (por la ecuacion A3)
=FA4(0F 9 22} (por la hipotesis de induccion)
= T 2) sl (por la ecuacion Al)
=(pr =l 2

b. Una vez mas, aplicamos induccion a z. Si z = 0, tenemos

A2, 0) = A(1, 1) : (por la ecuacion A2)
= A(0, A(1, 0)) (por la ecuacion A3)
= A(0, A0, 1)) (por la ecuacion A2)
= A(0, 2) (por la ecuacion Al)
=3 (por la ecuacion Al)

Suponga ahora que la igualdad es verdadera paraz <7. Entonces,

AR, n + 1) = AQ1, A2, n)) (por la ecuacion A3)
= A(l, 2n + 3) (por la hipotesis de induccion)
= (2n -+ 3) 4+ 2 (por el lema 1a)
=2n+1)+3

1
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LEMA 2
Paratodosxy yenN,y+1<A(x,y)

DEMOSTRACION

Aplicamos la induccién. Si x = 0, la desigualdad es verdadera para
todo y, por la ecuacién Al.

Suponga ahora que la desigualdad es verdadera parax =n. A fin

de demostrar la desigualdad para x = n + 1, inducimos en y, comen-
zando por y = 0.

0+1=<1+1 !
< A(n, 1) (por la hipétesis de induccién)
= An + 1,0) (por la ecuaciéon A2)

de manera que la desigualdad es verdadera parax=n+1yy=0.
Ademas, si la desigualdad es verdadera parax=n+ 1y y=m,entonces

m+1)+1<An+1,m + 1 (por la hipétesis de induccion)
< A(n, A(n + 1, m)) (porla hipétesis de induccion)
=An+1,m+ 1) (por la ecuacion A3)

de modo que la desigualdad es verdadera parax=n+1yy=m+1.

LEMA 3

La funcion de Ackermann satisface las siguientes desigualdades
para todos x y y en N.

a. A, y) <Ax,y+1)
b.A(x,y+1)<A(x +1,y)
CARX ) <A@x+1,y)

DEMOSTRACION

a. Aplicamos lainducciéna x. Para x =0, la desigualdad se despren-
de de Al. Si 0 < x, entonces

Alx,y) <A(xy) +1

SA(x-1,A(x,y) (por el lema 2)
=A(x,y+1) (por la ecuacion A3)

b. Aplicamosla ipduccién ay.Paray=0,ladesigualdad sedespren-
de de la ecuacion A2. Si 0 < y y la desigualdad es verdadera para
los valores menores que y, entonces

A(x, y+ 1) < A(x, A(x, y)) (y+1<A(x,y) por el lema 2y A es
monotodnica en su segundo
argumento por el lema 3a)
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<A(x,Ax+1,y -1) (porla hipotesis de induccion
y A es monotodnica en su

segundo argumento por el
lema 3a)

=A(x+1,y) (por la ecuacién A3)

c. Esto esun resultado de las desigualdades precedentes, obteni-
do de la manera siguiente:

Alx,y) <Ax,y+1) (por el lema 3a)
e <A(x +y 1,y) (por el lema 3b)
|
LEMA 4
Para todos x,, x,, y y enN, A(x, y) +Alx, Y) < A(mdx(x,, x,) + 4, Y)-
DEMOSTRACION
Por conveniencia, sea m = mdx(x,, x,). Entonces,
A(x,, y) + Alx, Y <A(m,y) + A(m,y) (por el lema 3c)
=2A(m, y)
<2A(m,y)+3
=A(2,A(m, y)) (por el lema 1b)

<A(2,A(m+3,y)) (A es monotodnica en
sus dos argumentos por
los lemas 3a y 3¢)

<A(m+2,A(m+3,y)) (por el lema 3c)

=Am+3,y+1) (por la ecuacién A3)
<A(m +4,Y) (por el lema 3b)
= A(mdx(x,, x,) +4,Y)

¢

LEMA 5
Para todos x y y, A(x, y) + y <A(x +4,Y)-

DEMOSTRACION

Ax, ) +y<Ax,y+y+1
bty = ,g(x'f/y) J;l/ A0, y) (por la ecuacién Al)
<A(x+4,Y) (por el lema 4)

Ahora estamos listos para demostrar la proposicion siguiente, la
cual, como hemos visto, indica que la funcién de Ackermann no es
recursiva primitiva.

PROPOSICION

Para cualquier funci6n recursiva primitiva f que establece una corres-
pondencia entre tuplas de n componentes y agrupaciones de un solo
componente, existe un entero positivo N tal que, para cadax enN",

f&) < AN, 2®))

donde (%) representa la suma de los componentes dex (lasumadelos
componentes de la tupla de cero componentes es 0).

DEMOSTRACION

Puesto que f es una funcion recursiva primitiva, debe consistir en
unnimero finito de combinaciones, composiciones y recursividades
primitivas de funciones iniciales. Podemos inducir en el niimero de
estas operaciones. Si no se requieren dichas operaciones para
obtener f, entonces f debe ser una funcion inicial. Si f = ¢, al tomar
N =0 se satisfacen nuestros requisitos yaquef()=¢()=0<1=
A(0, 0) = A(N, 0). Si f es una proyeccion, también bastard N = 0
pues f(x) =} (x) = x, < £(x) <Z(X) + 1 = A(0, £(*)) = A(N, £(x)). Si
fes la funcion sucesor, entonces N = 1 serd suficiente, ya que f(x)
=o(x)=x+1=A(0,x) <A(1, x) = A(N, x), donde la desigualdad
se obtiene del lema 3c.

Ahora suponga que f se construye a partir de funciones iniciales
por medio de k aplicaciones de combinaciones, composiciones y
recursividades primitivas (donde 0 < k), y que la proposicion es verda-
dera para cualquier funcion recursiva primitiva construida a partir de
menos de k aplicaciones. Puesto que la salida de f es una tupla de un
componente, la dltima operacion de la construccién de f debe ser una
composicion o una recursividad primitiva. Entonces, f se puede
expresar como

f=hog

O COMO
fix, 0) =g(x)
f(-il Y-+ 1) = h(f, y'f(il y))

dondehy g son funciones recursivas primitivas construidasa partir de
menos de k aplicaciones de combinaciones, composiciones y
recursividades primitivas.
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Consideremosel primero deestos casos,dondef=hog.En general,
la salida de g podria consistir en mds de un componente, por lo que
debemos considerar que g tiene la forma g, x g, X ** X g, para un
positivo m. Por nuestra hipGtesis de induccion, existen enteros N, N,,
=N, tales queg; ®) < A(N)., ¥(%)) para toda x enN", asi como un N, tal

que h(x) < A(N,, £()) para todax en N™. Entonces
f&) = h(&:1 (), 82%). - gml(X) )

< A(No, ‘Zl gi(x)) (por la eleccion de N)
< A(No, 2, A(N;, 2(x))) (por la eleccion de N,
a y el lema 3a)

<A(N, AM, (%)), donde M = mix(N,, =, N, ) +4(m-1)
(por el lema 4)

<A(N, AM +1, X)) (por los lemas 3a y 3c)
< A(N,, A(méx(N, M) +1, 2(x))) (por los lemas 3a y 3c)
< A(mdx(N, M), A(mix(N, M + 1, 2®))) (por el lema 3c¢)
< A(mdx(N, M) + 1, 2&) + 1) (por la ecuacion A3)
< A(mdx(N, M) + 2, £(x)) (por el lema 3b)

Por consiguiente, si escogemos N para que sea (mdx(N, M) + 2,

sabemos que f(x) < A(N, £()), para todas las ¥ en N", como se desea.
Consideremos ahora el caso en el cual f estd definida por

recursividad primitiva a partir de hy g, de la manera siguiente:

f&, 0) = g&)
f&, y+1)=h@& y fix, y)

Como hy g se construyen con menos de k aplicaciones de combina-
ciones, composiciones y recursividades primitivas, existen enteros
N, y N, tales que g(2) < A(N,, 2(2)) para toda Z que esté en N*', y
h(z) < A(N,, £(2)) para todaz que se encuentre enN"*! (podemos
suponer que 2 < N,). Debemos mostrar entonces que existe un entero
positivo N tal que f(x, y) < A(N, 2(x) + y), para toda (x, y) en N". Para
esto, seleccionamos N para que sea cualquier entero mayor que
mdx(N,, N,) + 4 y demostramos la desigualdad resultante aplicando
induccion en y. Comenzamos con y = 0, en cuyo caso tenemos

f&, 0) <f&, 0) + £(x)
= g(@) + X(%) (por la definicion de g)
<A(N,, () + Z(X) (por la eleccion de N1)

<A(N, +4,3(k)) (por el lema 5)
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< A(N, 2(x)) (por el lema 3c y la eleccién de
=A(N, 2k) +0) i i

Después suponemos que f(%, y) < A(N, () + y) para todoy <k

y mostramos que esto implica que se cumpla la desigualdad
y =k + 1. De hecho, ’ s Wy

f&, k+1)=hE,k, fz, k)

<A(N,, 2) + k + f(x, k)) (por la eleccién de N,)
< A(N,, A(0, 2(%) + k) + fix, k)) (por la ecuacion A1)
<A (N, A0, 2(x) + k) + A(N, &) + k) (por la

hipétesis de induccion)
<A(N,, A(N, 2(%) + k) + A(N, (&) + k))
(N > 0, lemas 3c y 3a)
< A(N,, 2A(N, 2(x) + k) +3)
= A(N,, A(2,A(N X(x) + k))) (por el lema 1b)
<A(N,, A(N,+ 1 A(N, 2(z) + K))) (por los lemas 3a y 3c
y la eleccion de N,)
=A(N,+1,A(N,2(x) + k) + 1) (por la ecuacion A3)
<A(N, +2,A(N, 2(x) + k) (por el lema 3b)
<AN-1A(N,x(®) +k))
(por la eleccion de N y el lema 3c¢)
=AN,zx®)+k+1) (por la ecuacion A3)
que es el resultado que deseamos.



APENDICE C

Algunos problemas
importantes sin solucion

El principal ejemplo de problema sin solucién que se presenta en el texto
(Cap.4) es el problema de la parada. Quiz se trate del ejemplo mds popular
en los libros de texto porque es facil de presentar en el contexto de las
méquinas de Turing, una clase de dispositivos computacionales que por lo
general ya se ha mencionado en algin curso previo al anélisis de los
problemas sinsolucién. Sinembargo, esta presentacion es un tanto abstracta
y con frecuencia los estudiantes sienten que es algo irrelevante. Muchos de
ellos piensan que los problemas sin solucién, aunque existen, nunca se
presentan en situaciones normales, y consideran que pueden atacar los
problemas cotidianos sin preocuparse por la posibilidad de que el problema
en cuestion no tenga una solucién algoritmica.

Empero, se trata de una evaluacion incorrecta de la importancia de los
problemas sin solucién, pues éstos surgen en diversas situaciones. En el
presente apéndice identificamos dos problemas sin solucioén que se presentan
en situaciones reales y analizamos algunas de sus ramificaciones.

C.1 EVALUACION DE GRAMATICAS INDEPENDIENTES
DEL CONTEXTO PARA DETERMINAR SI EXISTE
AMBIGUEDAD

En el capitulo 2 presentamos el concepto de drbol de analisis sintactico. Alli,
lo que queriamos era mostrar que cualquier cadena que pudiera derivarse de
una gramatica independiente del contexto también se podia generar con una
derivacion por la izquierda. Un principio importante que se emple6 en este
planteamiento fue que la'detivacion de una cadena esta asociada a un solo
arbol de anélisis sintactico. Esto nos permitié mostrar que dada una deriva-
ciéonde una cadena, sino era una derivacion por laizquierda, podiamos cons-
truir el drbol de andlisis sintactico asociado a esa derivacion y después
construir, a partir del drbol, una derivacion por la izquierda para la cadena.
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Puesto que no tenia importancia en el momento y se prestaba a posibles
confusiones, en el capitulo 2 no mencionamos que una cadena podia estar
asociada a mas de un arbol de andlisis sintactico (toda derivacién de una
cadena se asocia a un solo 4rbol, pero la cadena puede estar asociada a mas
de uno). Considere la gramdtica

< frase > - <término > o <frase>
< frase > - <término > y <frase>
< frase > - <término >

< término > —» X

<término> - Y

<término> - Z

< frase > — < frase > o < frase >
< frase > — < frase > y < frase >
< frase > - X

<frase > - Y

<frase>—>2Z

dependiendo de cual de las dos posibles interpretaciones se desee.

Por desgracia, las graméticas para los lenguajes de programacion actuales
son mucho mds complicadas que este sencillo ejemplo, por lo que es facil (y
frecuente) que un andlisis intuitivo pase por alto ambigiiedades sutiles. Lo que
senecesita es un procedimiento rutinario que, aplicado a la gramitica, detecte
e informe acerca de las ambigiiedades existentes. En otras palabras, lo que
necesitamos es un algoritmo para detectar si determinada gramaticaindepen-
diente del contexto esambigua. Sinembargo, esto no es posible: seha mostrado
que el problema de determinar si una gramatica independiente del contexto es
ambigua es un problema sin solucién.

que puede generar la frase

XoYyZ

Dehecho, puede generar esta frase a través de dos drboles deanalisis sintactico
distintos, como se muestra en la figura C.1. Observe que la figura C.la
corresponde a una interpretacion en la cual la veracidad de toda la frase
depende de la veracidad de Z, mientras que la figura C.1b corresponde a una
interpretacion en la cual la frase puede ser verdadera sin que lo sea Z.

Otros ejemplos incluyen la estructura de programacion comin de estruc-
turas if then else anidadas, en la cual una gramitica inadecuadamente cons-
truida puede permitir dos interpretaciones distintas de la estructura

a. < frase >

< frase > y Z

Ll

X 0 Y

if Athen if Bthen Xelse Y

(Seejecutara Y cuando A sea verdadero y B sea falso, 0 cuando A sea falso,
sin importar B?

Se dice que las gramaticas que presentan estas anomalias son ambi-
guas. Estd de més decir que seria una tarea frustrante construir un
compilador para un lenguaje de programacion basado en una gramadtica
ambigua: dada la estructura if-then-else anterior, no se sabria qué codigo
de maquina generar. Por consiguiente, hay que eliminar todas estas
ambigiiedades antes de intentar desarrollar un compilador para el len-
guaje. Por ejemplo, la graméticaambigua que se menciond antes se podria
sustituir por

b. < frase >

X o < frase >

i

)¢ y Z

<frase > —» <frase > o < término >
< frase > —» <frase > y < término >
< frase > » <término >
<término> - X

<término> - Y

<término> - Z

Figura C.1  Dos arboles de andlisis sintéctico para la frase “Xo Yy Z"
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C.2 DEMOSTRACION DE LA CORRECCION DE
PROGRAMAS

Conforme el software se hace mas complejo y se aplica a situaciones cada vez
mas criticas, su correccién se convierte en un aspecto dominante. En varios
casos se ha mostrado que la verificacién con datos de prueba no ofrece la
certidumbre requerida; lo que se necesita es una forma para demostrar de
manera rigurosa la exactitud de un paquete de software. Puesto que estas
demostraciones pueden convertirse en algo tan complejo y tedioso como el
propio software, nos gustaria desarrollar un sistema automatizado para
llevarlas a cabo.

La elaboracion de estas técnicas ha sido el objetivo de muchos investigado-
res en afios recientes, y se han logrado ciertos avances. Uno de los enfoques
importantes es identificar formalmente el efecto que cada estructura de un
lenguaje de programacion tiene en el estado del ambiente del programa
durante la ejecucion. Por ejemplo, si pudiera efectuarse algiin enunciado
acerca de la variable Y antes de ejecutar la estructura de Pascal

X=Y+1;

entonces se podria realizar el mismo enunciado acerca de X - 1 después de
ejecutar la estructura. Asi, si representdramos el ambiente del programa como
una coleccién de enunciados, llamados aserciones, entonces esta observacion
nos dice como hay quealterar las aserciones que representan al ambiente antes
de ejecutar el enunciado de asignacién para obtener el conjunto de aserciones
correcto después de la ejecucion.

De esta manera, las estructuras de un lenguaje de programacion dan origen
a reglas de alteracion del ambiente, las cuales pueden emplearse en forma
parecida a las reglas de inferencia en un sistema légico. Si, comenzando con el
ambiente inicial de un programa, podemos derivar el ambiente final deseado
aplicando las reglas de alteracion propuestas por el programa, entonces
podemos llegar a la conclusion de que el programa es correcto. Asi mismo, la
verificacién del programa se convierte en algo parecido al proceso de demos-
tracion de un teorema, donde el ambienteinicial del programa es andlogoa una
coleccién de axiomas, las reglas de alteracion son andlogas a las reglas de
inferencia y el ambiente final es andlogo a un teorema.

Esta analogia con la demostracion de un teorema debe despertar la
sospecha de que la tarea de verificacién de programas en general es un
problema sin soluci6n. Por lo regular, nos gustaria un sistema que verificara
los programas correctos y rechazara los incorrectos. Sin embargo, este
sistema no es posible. De hecho, el teorema de la incomplecién de Godel
implica que este sistema de proposito general debe fallar en la deteccion de
algunos programas incorrectos.
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En caso de que el lector no se encuentre todavia dispuesto a aceptar la
carencia de solucion del problema general de verificacién a partir de esta
analogia intuitiva con la demostracion de teoremas, veamos la tarea de
verificacion de programas desde otra perspectiva. Uno de los principales
componentes de cualquier proceso de verificacion de programas es mostrar
que el programa terminard. Sin embargo, puede verse que estono es maés que
el problema de la parada disfrazado. Si el lenguaje de programacion tie-
ne el poder para calcular todas las funciones recursivas parciales, como
sucede con el sencillo lenguaje que se desarrollé en el capitulo 4, entonces
no existe ningin algoritmo para detectar si los programas se detendréan en
ese lenguaje. Por lo tanto, como no se puede resolver el problema de la
parada, esto nos indica que el suefio de los ingenieros de software, en su
forma mas general, es imposible.



APENDICE D

Acerca de la
complejidad del
problema de
comparacion de cadenas

En este apéndice nuestro objetivo es mostrar que cualquier solucion (em-
pleando una maquina de Turing de cinta tinica) para el problema de compa-
racion de cadenas presentado en el capitulo 5 tendra una complejidad tempo-
ral que por lo menos es una expresion cuadratica de n, donde n es la longitud
de las cadenas de entrada (recuerde que en este problema de comparacion se
tenia que decidir si dos cadenas de {x, y}* de igual longitud eran idénticas; las
cadenas se registran en la cinta de una maquina de Turing, separadas por un
asterisco). Para lograr nuestro objetivo nos apoyaremos en el concepto de
secuencia de cruce, por lo que explicaremos este concepto antes de proceder.

Dada una maquina de Turing (en la cual imaginamos que las celdas de la
cinta estin numeradas deizquierda a derecha, comenzando por el niimero uno)
y un cilculo de dicha médquina, la secuencia de cruce de la celdaidela cinta
es un registro de todas las veces que la cabeza de la cinta ha cruzado la
frontera entre las celdas i e i + 1 durante los célculos. Este registro se mantiene
como una listadeestados: cada vez quela cabeza cruzala frontera, registramos
el estado de la maquina que se presenta inmediatamente después de ejecutar
la transicion. Asi, si sabemos que un calculo determinado comenzd con la
cabeza colocada sobre la celda del extremo izquierdo de la cinta y que produ-
jo la secuencia de cruce g,, g, ***, 4, de la celda i, sabemos que la primera vez
quela cabeza pasé delaceldaialaceldai +1la miquina paso6 al estado g,. Mas
tarde, cuando la cabeza regres6 por la derecha a la celda i, la méquina pas6 al
estado g,, etcétera. En la figura D.1 se presenta un ejemplo més detallado.

Definimos la longitud de una secuencia de cruce como el nimero de
entradas en la secuencia. Es sencillo ver que la suma de las longitudes de todas
las secuencias de cruce para las distintas celdas de la méquina equivale al
niimero de transiciones de movimiento ejecutadas por la maquina (suponien-
do que los calculos no terminaron anormalmente). De manera especifica, esta
suma proporciona un limite inferior para la complejidad temporal de los
calculos.
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Al* x/R x/A
“IR AlL */R AlY Y/L */A
..8—_,8_, %A@__,@__* O—~®
AlL

Secuencia de cruce
Namero de celda (dada la configuracién inicial AxxAA . . .)

p.qgrnt
P q,
p. q
vacia
vacia

s ON =

FiguraD.1 Diagrama de transiciones para una maquina de Turing
y la secuencia de cruce correspondiente al aceptar la cadena xx

Otro punto que hay que senalar es que si w,, w,, w,, w, son cadenas tales que
b Ve F , | =i,y una méquina de Turing M acepta w wzy w,w, con calculos
que producen secuencias de cruce idénticas en la celda i + l (la celda que
contiene el dltimo simbolo en w, 0 w,) entonces M debe aceptar también la
cadena w,w,. Los célculos realizados en las celdas 1a i +1al procesar w,w,
serfan los mismos que se efectuarian al procesar Wy, a lavez quelos célculos
efectuados en las celdas i + 2 en adelante serian idénticos a los que se
ejecutarian cuando se procesara la cadena w,w,.

Ahora estamos preparados para demostrar que cualquter solucién para
nuestro problema de comparacion de cadenas, empleando una maquina de Turing (de
cinta tinica), debe tener una complejidad temporal que es una expresion cuadrdtica
de n, donde n es la longitud de la cadena de entrada.

Sea M cualquier maquina de Turing tal que L(M) sea el lenguaje que
consiste en todas las cadenas de la forma w+w, donde w es una cadena en {x,
y, z}*. Para todo n € N*, sea W, el subconjunto de L(M) que consiste en las
cadenas delaforma wsw, donde | w | =n.Mostraremos ahora quelalongitud
promedio de todos los calculos de M con entradas de W, tiene como limite
inferior una expresion cuadrética de n. De aqui se desprende que la
complejidad temporal de M es, por lo menos, una expresion cuadratica de
n (el funcionamiento de M en el peor caso no puede ser mas rapido que el
del caso promedio).
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El niimero medio de pasos que ejecuta M al aceptar una cadenade W,, que
representamos como A (M), no es menor que la suma de las longitudes
promedio de las secuencias de cruce para las celdas 1 a n en los mismos
célculos. Es decir, si a,(i) es la longitud promedio de las secuencias de cruce de
la celda i para todos los célculos de M con entradas de W,, entonces

n

A, (M) = ,21 a,(i)

=
Completamos la demostracién mostrando que para cada ien{l,2, ---, n},

existen constantes c,> 0y b, tales que a (i) 2cj + b, ya que podemos ampliar la
desigualdad anterior de la manera siguiente:

A = 3,
> 3 it h)
= min(c,, cn)'Zl”“,Z b
= min(cy, -+, ¢y) (n(nTJrl)> 4 é]b'

7 n

o min(cy, ***, Cn) PR

2 i'=

lo que muestra que A (M) tiene como limite inferior una expresién cuadratica
de n, como se planteé.

Pasemos entonces a mostrar que para cada i en {1, 2, ---, n} existen
constantes ¢, > 0y b, tales quea (i) >ci+Db,

Para cadaien (1,2, -+, n} observamos que para un minimo de dos tercios
de las 3" cadenas w+w en W, los calculos de M durante la aceptacion de wsw
producen una secuencia de cruceen la celdai que no tiene una longitud mayor
que 3a,(i) (si no fuera asi, existirian 3"' cadenas en W, que producirian
secuencias de cruce de longitud mayor que 3a,(i) en la celda i y entonces,

3" '[3ax(i)]

) >
aﬂ(l) 3n

= an(i)

lo cual es una contradiccién). En consecuencia, por lo menos 3*' cadenasen W,
llevan a secuencias de cruce de longitud no mayor que 34, (i).

De aqui se desprende que muchas cadenas de W, llevan a la misma
secuencia de cruce para la celda i. Si k es el niimero de estados en M (entonces
k > 2), existen cuando mucho k' secuencias de cruce diferentes con longitud j,
y por lo tanto un méximo de

3ap(i)
R

=
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secuencias de cruce diferentes con longitud maxima de 3a,(i). Sin embargo,
esta suma no es mayor que (3a,(i) + 1) (K**?), que tiene como limite superior
(k1) (k3anD) = k81, Entonces, existen por lo menos

371—1

Ko +1

cadenas en W, que producen la misma secuencia de cruceen la celdai (existen
por lo menos 3" cadenas en W, con secuencias de cruce queno son mas largas
que 3a,(i) y no mas de k*<*! de estas secuencias).

Ahora afirmamos que

__311 < 3n—i
kﬁan(r) |

(De lo contrario, existirian mas cadenas en W, que llevarfan a la misma
secuencia de cruce para la celda i que cadenas en {x, y, z}* de longitud n—i. Por
lo tanto, existirian cadenas diferentes w,w, y w,w, de longitud n, donde lw, |
= n—i, para las cuales w,w#w,w, y w,ww,w, producirian la misma secuencia
de cruce para i al emplearse como entrada de M. En consecuencia, por la
observacion que precede a esta demostracion, M tendria que aceptar lacadena
w,w#w,w, lo cual es una contradiccion.)

Sin embargo, esta dltima desigualdad implica que

3n -1 r
logs o+ 1 < logz(3" )

0
logs(3" 1) — loga(kK&n®*1) < logs(3" ")
0
(n — 1) — [6a,(i) + 1]logsk <n — i
por lo que

dell

y i —1 — logsk
= =
) = Glogk

1
6 6log3k+ 6 logsk

a

como se requiere.

APENDICE E

Muestras de
problemas NP

En este apéndice identificamos algunos de los muchos problemas de decision
cuyos lenguajes asociados se ha mostrado que pertenecen a la clase NP, pero
no seha podido determinar si perteneceonoa P (dehecho, todos los problemas
que aqui se presentan son NP-completos).

E1 LENGUAJES FORMALES Y TEORIA DE AUTOMATAS

Existen diversos problemas relacionados con nuestro estudio de los lenguajes
formales y la teoria de autématas cuyos lenguajes estin en NP. He aqui

algunos.

1. Dados dos autématas finitos no deterministas con el mismo alfabeto,
responder S si y s6lo si aceptan lenguajes distintos.

2. Dadas dos expresiones regulares del mismo alfabeto, responder Ssiy
s6lo si representan lenguajes diferentes (puede comparar este proble-
ma con el anterior).

3. Dada una gramética independiente del contexto y un entero positivo
k, responder S si y s6lo si la gramética no es LR(k).

4. Dada una coleccidn finita de automatas finitos deterministas, respon-
der S si y s6lo si existe una cadena aceptada por todos y cada uno de
los autématas de la coleccion.

E2 TEORIA DE NUMEROS

El tema de la teorfa de niimeros es rico en ejemplos de problemas NP. A
continuacion se presentan algunos.
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1.

28

3.

Dados tres enteros positivosa, by ¢, responder S si y s6lo si la ecuacion
ax? + by = c tiene una solucién que consista en enteros positivos.
Dados tres enteros positivos 4, b y ¢, responder Y si y s6lo si existe un
entero positivo x que sea menor que ¢y x*> =a(mod b).

Dados una coleccién finita K de enteros positivos y otro entero
positivo n, responder Y si y s6lo si existe un subconjunto de K cuya
suma sea 1.

E3 LOGICA

En el texto vimos que el problema de la satisfactibilidad es un importante
problema NP. He aqui dos problemas relacionados.

1.

Dada una coleccién de clausulas donde cada una contiene exactamen-
tetres literales, responder Y si y solo si existe unaasignaciénde verdad
que satisfaga toda la coleccion (es el mismo problema que SAT,
excepto que se requiere que las cliusulas tengan un tamafio uniforme
de tres. Por esto se le conoce como SAT-3).

Dada una expresién que consiste en variables conectadas por los
simbolos —, N, Uy — (que significanno, y, 0 e implica, respectivamen-
te), responder Y si y s6lo si existe una manera de asignar los valores
falso y verdadero a las variables para que la expresion sea falsa.

E4 PROBLEMAS DE PLANIFICACION

En el contexto de la preparacion de planes (scheduling) existen varios proble-
mas NP para los cuales no se conoce una solucion eficiente; los siguientes son
dos de dichos problemas.

il

Dados un conjunto T de tareas, la cantidad de tiempo requerida para
completar cada tarea, un entero positivo  y un tiempo limite, respon-
der Ssiy s6losi existe una manera deasignar las tareasa n procesadores
para que todo el conjunto de tareas se cumpla antes del tiempo limite.

El siguiente es un interesante problema de planificacion que ocurre en
el contexto de la administracién de bases de datos. Suponga que
tenemos una base de datos central que es manipulada por varios
usuarios remotos. Cada transaccion solicitada por un usuario consiste
en una serie de pasos que leen y escriben varios datos. Mientras los
pasos de las distintas transacciones no tengan que ver con el mismo
dato o0 no se mezclen, la validez de la base de datos no peligra. Sin

TEORIA DE GRAFOS

embargo, si se mezclan los pasos de transacciones diferentes y llegan
amanipularel mismo dato, labasededatos puedellegaraser invalida.

Una soluci6n es requerir que cualquier transaccién termine antes
de permitir a otra el acceso a la base de datos; esto genera lo que se
denomina planificacién secuencial de las transacciones. Esta estrate-
gia resuelve el problema, pero tiene el efecto secundario indeseablede
hacer innecesariamente més lento el funcionamiento del sistema.
Existen varias formas de mezclar los pasos de las distintas transaccio-
nes para que no produzcan datos invélidos, incluso si los pasos
manipulan los mismos datos. Asf, resulta innecesariamente restricti-
vo bloquear el acceso a la base de datos de una transaccién hasta que
otra termine.

Lo que se necesita es un paquete de software, conocido como
planificador (scheduling), que reciba todas las solicitudes de los
usuarios y planifique su acceso a la base de datos de manera que
permita su combinacién (por cuestiones de eficiencia) pero evite las
solicitudes conflictivas (para mantener la validez). Un enfoque bas-
tante sencillo se basa en el concepto de la posibilidad de serializar
vistas. Se dice que la planificacion de transacciones tiene vistas
serializables sicada paso delecturadelas transaccionesleeexactamen-
te el mismo valor que habria leido si las transacciones se hubieran
ejecutado en algiin orden secuencial y sin superposiciones.

Esta planificacién basta para mantener la validez de la base de
datos, y se podria conjeturar la posibilidad de desarrollar un plani-
ficador basado en esta idea. El planificador permitiria que varias
transacciones tuvieran acceso concurrente a la base de datos mien-
tras la combinacién tuviera una vista serializable. Asi mismo, las
tran-sacciones que destruyeran la posibilidad de serializar vistas se
retendrian hasta que pudieran ejecutarse sin peligro.

Por desgracia, no se ha encontrado unalgoritmo para evaluar una
serie de transacciones y determinar si tiene tiene vistas serializables.
Las planificaciones de vista serializable constituyen un lenguaje en
NP, pero nadie ha encontrado un algoritmo determinista, en tiempo
polinémico, para reconocer dicho lenguaje. Por lo tanto, atin no se ha
determinado si es posible construir planificadores eficientes basados
en la posibilidad de serializar vistas.

E.5 TEORIA DE GRAFOS

Recuerde que un grafo es una coleccién de nodos llamados vértices, algunos
de los cuales estan unidos por lineas denominadas arcos. A continuacion
aparecen algunos de los muchos problemas NP que se presentan en el contexto
de la teoria de grafos.

325
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1. Dado un grafo, responder S si y solo si dicho grafo contiene una ruta
que visita precisamente una vez cada uno de los vértices y termina en
el mismo vértice donde se inicio (esta ruta se conoce como circuito
de Hamilton; el problema se conoce como problema del circuito de
Hamilton).

2. Dados un grafoy un entero positivo , responder S si y s6lo si el grafo
contiene un clan con 7 vértices (en un grafo, un clan es un conjunto de
vértices donde dos cualesquiera estdn conectados por un arco).

3. Dados un grafo G y un entero positivo n, responder S si y s6lo si G
contiene 7 clanes que juntos contengan todos los vértices de G.

E.6 TEORIA DE CONJUNTOS

Los siguientes son problemas NP que tienen que ver con conjuntos.

1. Dados un conjunto X y una coleccion finita de subconjuntos de X,
responder S si y s6lo si existe una subcoleccion de dichos subconjuntos
que sea disjunta por pares y cuya union sea todo X (esto se conoce
como problema de la cobertura exacta).

2. Dados un conjunto finito X en el cual a cada elemento se le asigna un
valor entero positivo llamado tamario, y dos enteros positivos m y n,
responder S si y s6lo si existen por lo menos m subconjuntos de X en
los cuales la suma de los tamafios no sea mayor que .

3. Dados un conjunto finito X en el cual a cada elemento se le asigna un
valor entero positivo llamado tamaiio, y un entero positivo 1, respon-
der S siy solo si existe un subconjunto de X para el cual el producto
de los tamarios de sus miembros sea n.
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aceptacion de cadenas
string acceptance

alfabeto
alphabet

algoritmo
algorithm

almacenamiento en pila
pushdown store

andlisis léxico
lexical analysis

anilisis sintictico
parsing

analizador léxico
lexical analyzer

analizador sintictico
parser

analizador sintictico ascendente
bottom-up parser

analizador sintictico descendente
top-down parser

analizador sintactico LL(k)
LL(k) parser

analizador sintdctico LR(k)
LR(k) parser

analizador sintictico predictivo
predictive parser

arbol de andlisis sintictico
parse tree

arco, en un diagrama de transiciones

arc, in a transition diagram
asercién en la demostracién de la

correcciéon de un programa
assertion in prof of program
correctness
asignacién de verdad
truth assignment
autématas de pila
pushdown automata
autématas de pila deterministas
deterministic pushdown automata
autématas finitos
finite automata
autématas finitos deterministas
deterministic finite automata
autématas finitos no deterministas
nondeterministic finite automata
axioma
axiom
axioma de eleccién
Axiom of Choice

cadena vacia ()
empty string (A)
cadenas, generacién por una gramitica
string generation by a grammargs
computabilidad
computability
cilculo de una funcién por miquinas
de Turing
computation of a function by
Turing machines

* Ante la falta de un lenguaje estandarizado en castellano para las ciencias de la
computacién, se ha elaborado el presente vocabulario con la traduccién que hemos
dado en este libro a los principales términos de la versién original en inglés. Esta labor
se vera compensada por el servicio que pueda prestar al lector. (N. del E.)
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cilculos de tiempo polinémico
polynomial-time computations
cardinalidad de un conjunto
cardinality of a set
caso basico en demostracién por
induccién
base case in proof by induction
circuito de Hamilton
Hamilton circuit
clase
class
clase de equivalencia
equivalent class
clasificacion por insercién
insertion sort
cliusula
clause
combinacién de funciones
combination of functions
complejidad de un algoritmo
complexity of an algorithm
complejidad espacial
space complexity
complejidad temporal
time complexity
complemento
complement
complemento relativo
relative complement
componente léxico (simbolo)
token (en contextos de andlisis
1éxico)
composicion de funciones
composition of functions
concatenacion de lenguajes
concatenation of languages
conjunto
set
conjunto contable
countable set
conjunto de cliusulas satisfechas
satisfied set of clauses
conjunto enumerable
enumerable set
conjunto incontable
uncountable set
conjunto infinito
infinite set
conjunto potencia

power set
conjunto regular
regular set
conjunto vacio
empty set
contradominio de una funcién
range of a function

decidibilidad de los lenguajes
independientes del contexto
decidability of context-free
languages
demostracion de la correccién de un
programa
proof of program correctness
demostracién por induccién
proof by induction
derivacién
derivation
derivacion por la derecha
rightmost derivation
derivacion por la izquierda
leftmost derivation
diagrama compuesto para una
maquina de Turing
composite diagram for a
Turing machine
diagrama de estado
state diagram
diagrama de sintaxis
syntax diagram
diagrama de transiciones
transition diagram
diagrama de transiciones completa-
mente definido
fully defined transition diagram
diagrama de transiciones generalizado
generalized transition diagram
dominio de una funcién
domain of a function

encadenamiento A
A -chain
enteros no negativos
nonnegative integers
enteros positivos (N*)
positive integers (N*)
estado
state

estado de aceptacién
accept state
estado de parada
halt state
estado inicial
initial state
estrella de Kleene
Kleene star
expresién regular
regular expression

flujo de entrada
input stream
forma normal de Chomsky
Chomsky normal form
forma normal de Greibach
Greibach normal form
funcién
function
funcién caracteristica
characteristic function
funcién cero
zero function
funcién de Ackermann
Ackermann’s function
funcién de transicién
transition function
funcidn estrictamente parcial
strictly partial function
funcién inicial
initial function
funcién parcial
partial function
funcién predecesor
predecessor function
funcién recursiva primitiva
primitive recursive function
funcién recursiva primitiva coc
quo primitive recursive function
funcién recursiva primitiva eq
eq primitive recursive function
funcién recursiva primitiva exp
exp primitive recursive function
funcién recursiva primitiva K*
K primitive recursive function
funcién recursiva primitiva mds
plus primitive recursive function
funcién recursiva primitiva monus
monus primitive recursive function

VOCABULARIO TECNICO BILINGUE

funcién recursiva primitiva mult
mult primitive recursive function
funcién recursiva primitiva pred
pred primitive recursive function
funcién sobre
onto function
funcién sucesor
successor function
funcién tabular
tabular function
funcién total
total function
funcién uno a uno
one-to-one function
funciones calculables segiin Turing
Turing-computable functions
funciones constantes
constant functions
funciones de proyeccién
projection functions
funciones iniciales
initial functions
funciones i-recursivas
p-recursive functions
funciones recursivas parciales
partial recursive functions
funciones recursivas primitivas
primitive recursive functions

generador de cédigo
code generator
gramitica ambigua
ambiguous grammar
gramatica estructurada por frases
phrase-structure grammar
gramitica independiente del contexto
context-free grammar
gramatica regular
regular grammar

interseccién
intersection

jerarquia de Chomsky
Chomsky’s hierarchy
lema de bombeo
pumping lemma
lenguaje
language
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lenguaje de programacién esencial
bare-bones programming language
lenguaje generado por una gramatica
regular
language generated by a
regular grammar
lenguaje vacio
empty language
lenguajes aceptados por miquinas de
Turing
Turing-acceptable languages
lenguajes decidibles por miquinas de
Turing
Turing-decidable languages
lenguajes enumerables recusivamente
recursively enumerable lenguages
lenguajes estructurados por frases
phrase-structure languages
lenguajes formales
formal languages
lenguajes independientes del contexto
context-free languages
lenguajes deterministas
independientes del contexto
deterministic context-free
languages
lenguajes naturales
natural languages
lenguajes no estructurados por frases
non-phrase-structure languages
lenguajes recursivos
recursive languages
lenguajes regulares
regular languages
leyes de DeMorgan
DeMorgan’s Laws
literales
literals

maquina de Turing
Turing machine
méquina de Turing autoterminante
self-terminating Turing machine
maiquina de Turing de varias cintas
multiple-tape Turing machine
maquina de Turing universal
universal Turing machine
marca de fin de cadena
end-of-string marker

mecanismo de control
control mechanism
método axiomatico
axiomatic method
miembros de un conjunto
members of a set
minimalizacion
minimalization
modus ponens
modus ponens

no terminal en una gramdtica
nonterminal in a grammar
notacion O
O notation
NP
NP
NP-completo
NP-complete
nimero cardinal
cardinal number
ndmeros naturales (N)
natural numbers (N)

operacién de desplazamiento en un
analizador sintactico LR(k)

shift operation in a LR(k) parser
operacion de reduccién en un
analizador sintactico LR(k)

reduce operation in a LR(k) parser
orden lineal

linear order

palindromo
palindrome
paso de un cémputo de una miquina
de Turing
step of a Turing machine
computation
pila
stack
planificacién de vista serializables
view serializable schedule
principio de preanilisis
lookahead principle
problema de decisién del viajante
traveling salesman decision problem
problema de la cobertura exacta
exact covering problem

problema de decisién del vendedor
ambulante
traveling salesman decision
problem
problema de la parada
halting problem
problema del circuito de Hamilton
Hamilton circuit problem
problema soluble
solvable problem
problema soluble por miquinas de
Turing
Turing-solvable problem
problemas de decisién
decision problems
proceso computacional
computational process
proceso de traduccién
translation process
producto cartesiano
cartesian product
programa fuente
source program
programa objeto
object program

razonamiento deductivo
deductive reasoning
recursividad primitiva
primitive recursion
red de transiciones
transition network
reduccién polinémica p
olynomial reduction
regla A
A-rule
regla de reescritura
rewrite rule
regla de reescritura lineal por la
derecha
right linear rewrite rule
regla de reescritura lineal por la
izquierda
left linear rewrite rule
reglas de inferencia
inference rules
relacién de equivalencia
equivalence relation
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SAT
SAT
SAT-3
3-SAT
satisfactibilidad
satisfiability
secuencia de configuracién de una
miquina de Turing
configuration sequence of
a Turing machine
secuencia de cruce
crossing sequence
simbolo de inicio de una gramética
start symbol, of a grammar
simbolo (componente léxico) especial
special token
simbolos de cinta
tape symbols
simbolos de pila
stack symbols
subconjunto
subset
subconjunto propio
proper subset
suposicién de costo uniforme
uniform cost assumption

tabla de anilisis sintictico
parse table
tabla de transiciones
transition table
tasa de crecimiento
rate of growth
teorema
theorem
teorema de Cook
Cook’s theorem
teorema de la aceleracién de Blum
Blum’s speedup theorem
teorema de la incomplecién
incompleteness theorem
teorema de Schréder-Bernstein
Schréder-Bernstein theorem
teoria de conjuntos
set theory
teoria de funciones recursivas
recursive function theory
teoria de grafos
graph theory
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teoria de la complejidad
complexity theory
teoria de la relatividad de Einstein
Einstein’s theory of relativity
teoria de nimeros
number theory
terminaci6én anormal de una miquina
de Turing
abnormal termination of a
Turing machine
terminal en una gramatica
terminal in a grammar

tesis de Church

Church'’s thesis
tesis de Church-Turing

Church-Turing thesis
tesis de Turing

Turing’s thesis
transicién A

A - transition
transicién de estado

state transition

unién
union




En esta obra se presentan los fundamentos de la teoria
de la computacién en un formato accesible para los estu-
diantes universitarios, La intencién del autor ha sido
presentar estas ideas como la base para la resolucién de
problemas reales, en vez de concebirlas como abstrac.
ciones de dificil aplicacién.

Hay dos caracteristicas que hacen de esta obra un texto
tunico: el énfasis en 1a relacién de la teoria con la practi-
cay la cobertura concisa (se tocan sélo los temas indis-
pensables para un curso introductorio). El estudiante
comprende en su real magnitud cada aspecto tedrico
porque se presenta aplicado a un uso real ¥, por otro
lado, no se extiende en detalles que pueden desviarlo de
la comprensién general del tema.

Los restimenes de capitulo, problemas, ejercicios y fi-
guras son ayudas didacticas de gran utilidad. Por todo
esto, la obra del doctor Brookshear es una gran alterna-
tiva para los cursos introductorios de teoria de la com-
putacién, lenguajes formales, autématas y complejidad,
en los que tradicionalmente se han usado textos aridos,

% de escasa cobertura o poca claridad.
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